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0 Einleitung

Elektrizitdt und Magnetismus spielen im téglichen Leben eine nicht zu unterschétzende Rol-
le. Es fangt damit an, dass elektrische Wechselwirkung Materie und damit auch Materialien
zusammenhalt, und hort nicht damit auf, dass Elektrizitat und Magnetismus die Grundvoraus-
setzung fiir Elektronik und moderne Kommunikation sind. In dieser Vorlesung werden einige
Grundlagen zu der Thematik behandelt.

Die in Physik I (Mechanik) vorgestellten physikalischen und mathematischen Konzepte und
Methoden werden als bekannt vorausgesetzt. Als das Skript zum ersten Mal erstellt wurde,
war diese Vorlesung allerdings der Einstieg in die Physik. Deshalb kommt es hier und dort vor,
dass manche Dinge, die schon in der Physik 1 erklért wurden, hier noch einmal sehr detailliert
geschildert werden. Zudem wird die Abfolge und der Inhalt des Skripts nicht immer zu 100%
mit der Vorlesung iibereinstimmen. Der Uberlapp sollte in der Regel aber nicht sehr weit davon
entfernt sein.



1 Elektrostatik

1.1 Die elektrische Ladung

Die Elektrostatik behandelt die Eigenschaften ruhender Ladungen. Sie beschrénkt sich damit
auf stationdre Systeme. Was bei der Gravitation die Masse ist, ist bei der Elektrostatik —
sowie allgemein im Elektromagnetismus — die Ladung. Kréfte zwischen Ladungen sind aller-
dings nicht immer attraktiv sondern kénnen auch repulsiv sein. Man unterscheidet zwei Typen
von Ladungen, die per Konvention als ”positiv’ bzw. "negativ’ bezeichnet werden. Gleiche
Ladungen stoflen sich ab, ungleiche Ladungen ziehen sich an.

Wie so manch andere Gréfe ist auch die Ladung quantisiert. Das bedeutet, dass Ladungen nur
in ganzzahligen Vielfachen einer kleinstmoglichen Einheit, der Elementarladung, vorkommen.
Diese Elementarladung wird in der Physik mit e abgekiirzt:

e=1,602-10"C

Fiir die Chemie, die Physik und die Materialwissenschaft relevant sind insbesondere die La-
dungen fiir das Proton und das Elektron:

QProton = +te QElektron = —€.

Das Proton wird oft als p oder p™ gekennzeichnet, das Elektron mit e~. Die Ladung eines
Atomkerns wird durch seine Kernladungszahl Z bestimmt, die angibt, wieviele Protonen im
Kern vorhanden sind.

QAtomkern = Ze.

Diese Gleichung ist strikt giiltig. Bei Massen gilt dies im Ubrigen nicht ganz genau. Dank
Einstein addieren sich die Massen der Protonen und Neutronen in einem Kern namlich (unter
Abstrahlung von Licht, siche auch Atombombe) zu einem Bruchteil weniger als die Summe
seiner Teile. Ein ganz klein wenig Masse geht Atomen sogar durch chemische oder physikalische
Bindungen verloren. Die Effekte sind allerdings so klein, dass sie fiir die Praxis nicht hinreichend
wichtig sind, als dass man Studenten der Ingenieurwissenschaften mit diesem Wissen beléstigen
sollte.

Die Ladung ist also eine strikte Erhaltungsgréfie. Selbst auf kurzen Zeitskalen kommt es nicht
zu Schwankungen, wie z.B. bei der Energie, die in Folge der Unschérferelation, auch in einem
abgeschlossenen System nicht erhalten ist. So kann bei einer Vakuum-Fluktuation zwar sowohl
Energie als auch ein e~ erzeugt werden, allerdings wird mit dem e~ auch immer gleichzeitig
sein Antiteilchen erzeugt. Letzteres heifit Positron oder e*.




Zusatzwissen: Auch wenn das Positron in diesem Kurs keine grofie Rolle spielen wird, soll
dennoch kurz etwas zu seiner Historie und seiner Verwendung gesagt werden. Achtung natur-
wissenschaftliche Allgemeinbildung! Das Teilchen wurde von dem britischen Physiker Paul
Dirac 1928 aus rein theoretischen Betrachtungen vorhergesagt. In seiner Gleichung konnten
Losungen mit negativer Energie nicht wegdiskutiert werden und diese Losungen verhielten
sich genau wie Elektronen, allerdings mit entgegengesetzter Ladung. Vier Jahre spéter gelang
der experimentelle Nachweis der e' in der kosmischen Strahlung. Antimaterie, insbesondere
das e™, ist also keine Science Fiction sondern gibt es wirklich. Positronen entstehen in einer
Reihe von Prozessen, so zum Beispiel beim Zerfall von Atomkernen. Solange sie auf kein e~
treffen, sind sie stabil und zerfallen oder zerstrahlen nicht. Dadurch finden sie bei bildge-
benden Verfahren sowohl in der Medizintechnik (Positron-Emissions-Topographie bzw. PET
Scan) sinnvolle Anwendung als auch in der Materialwissenschaft (Positron-Annihilation-
Spektroskopie zur zerstorungsfreien Untersuchung von Materialdefekten).

1.2 Das Coulomb Gesetz

Das coulombsche Gesetz beschreibt die Kraft zwischen zwei Punktladungen oder, etwas all-
gemeiner, zwischen zwei kugelsymmetrischen Ladungsverteilungen. Wie auch im newtonschen
Gesetz ist die Kraft Fy_,1, die eine Ladung ()1 durch eine andere Ladung @)y erfihrt, invers
proportional zu dem Quadrat des Abstand ri5 der Ladungen, sodass

1 QI'QQ‘E

Foyy=—— .
41 o 7“%2 T12

(1.1)

Hierbei ist )

C
=8.854-10712 ——
60 b N . m2

die elektrischen Feldkonstante und ris = r; — ry. Beachten Sie bitte bei Gleichung (I.T) insbe-
sondere, dass es ein anderes Vorzeichen hat als das newtonsche Gravitationsgesetz.

Elektrische Krifte sind sehr viel stérker als die Gravitation. Als einfachen Vergleich kann
man das Verhéltnis der Stiarke der anziehenden Gravitationskraft Fg zwischen zwei Protonen
und der abstoflenden elektrischen Coulombwechselwirkung F bilden:
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Die Coulombkraft zwischen zwei Protonen der Ladung +e ist somit um einen Faktor 10%° stirker
(man sagt auch 36 Grifienordnungen stérker) als die Gravitationen zwischen ihnen. Fiir zwei
Elektronen wére das Verhéltnis sogar noch drei Millionen mal grofler. Warum unsere Welt nach
dem Fohnen im Winter, wenn unsere Haare elektrisiert in die Hohe stehen (also nicht bei mir,
aber bei Thnen!), nicht vollig aus den Fugen gerét, ist also gar nicht so leicht zu verstehen.

Fiir die Kraft, die mehrere Punktladungen oder gar ganze Ladungsverteilungen auf eine Pro-
beladung ausiiben, gilt das Superpositionsprinzip (I.2]). Gegeben sei eine Ansammlung von n



Punktladungen @); am Ort r;, wobei ¢ = 1,2, ...,n ist. Man betrachtet nun eine dieser n La-
dungen mit Index j. Die Kraft, welche diese Ladung (); aufgrund der restlichen n —1 Ladungen

erfahrt, betragt dann:
1 Qi -Q; ry
F. = F,, = T 2 1.2
! Z e Z 477'50 T2~ Tji ( )
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Das Zeichen ), +; bedeutet hier, dass tiber alle Ladungen ¢ = 1,...,n summiert wird, mit
Ausnahme von j, weil eine Ladung sich selbst schliefilich nicht anziehen kann. F;_,; ist die

Kraft, welche die i'te Ladung auf die j'te Ladung ausiibt.

Dank des Superpositionsprinzips kann man ausrechnen, wie grofl die Kraft einer gegebenen
Ladungsverteilung auf eine Probeladung ist. Dazu diskutieren wir jetzt zwei Beispiele.

Beispiel 1: Berechnung der Gleichgewichtslage von Ladungen

Gegeben seien zwei Ladungen:

Qr=-5-¢ I'1:(0,0,0)
Qa=-3-¢ ry = (10,0,0) nm.

Gibt es eine Stelle r3 = (23, ys, 23), an der die Kraft auf eine dritte Ladung Q3 verschwindet?

(2) (3)

Abb. 1.1: Die Ladungen @; und @); befinden sich auf der z-Achse, (); direkt im Ursprung.
Fall (1): Q5 liegt auBlerhalb der x-Achse. Fall (2): Q5 liegt auf der x-Achse sehr weit
rechts von (3. Fall (3): Q3 liegt auf der z-Achse sehr weit links von Q.

Gesucht ist also eine Position des Krdftegleichgewichts. Zum Auffinden der Losung suchen
wir zunéchst einmal nach Symmetrien in der Problemstellung. Das Abklopfen nach Symmetrien
fallt anfinglich schwer, genauso wie Einheiten oder Aufrdumen, kann aber spéter unser Leben
ungemein erleichtern.

Da beide Primérladungen positiv sind und auf der z-Achse liegen, wiirde ein von null verschie-
dener Wert der y oder z Komponente (Fall 1) unserer Probeladung! sofort zu einer Anziehung
hin bzw. Abstofung weg von der x-Achse fithren, je nachdem ob ()3 positiv oder negativ ist.
Damit kann die Gleichgewichtsposition nur auf der z-Achse selbst liegen und das Gleichgewicht
lediglich metastabil sein. Ist x3 > 10 nm kann die Summe der Krifte nur nach “rechts” wirken
und fiir x3 < 0 nur nach “links” wenn ()3 negativ ist und jeweils in die andere Richtung fiir
@3 > 0. Deshalb kénnen etwaige Gleichgewichtspositionen nur im Bereich 0 < x3 < 10 nm
liegen.

Um unser Leben zu vereinfachen, wéhlen wir uns ein neues Einheitensystem, in dem die
Elementarladung auf eins gesetzt wird (macht ja auch Sinn!), nm die Einheit der Lange ist

!Der Begriff der Probeladung oder auch Testladung soll suggerieren, dass die (in einem Experiment) plat-
zierte Ladung so klein ist, dass sie nicht zu einer wesentlichen Anderung der vorgegebenen Ladungen oder
Ladungsverteilung fiihrt.



(warum nicht?). Zudem kénnen wir e?/(4regnm?) als Einheit der Kraft wihlen, sodass wir den
lastigen Vorfaktor 1/(4meg) hier nicht brauchen. In unserem neuen Einheitensystem wenden
wir nun das Superpositionsprinzip an, wobei ein Strich an den Variablen klarstellen soll, dass
wir in dem neuen Einheitensystem arbeiten. Oben haben wir festgestellt, dass 0 < 2z < 10.
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(1.3)

Durch die Betragsstriche ist das Kiirzen der Briiche allerdings nur erlaubt, wenn wir uns iiber
die Vorzeichen der Summanden im Klaren sind. Deshalb gilt hier:

(l’lg — 33,2) . —1

@'y — o> (ah — ah)?

(1.4)

da der linke Term negativ ist nach unseren Annahmen. Wie bereits oben diskutiert liegt ()3 auf
der x-Achse, weshalb wir von r auf x wechseln.

1 S5e-Q3 1 3e - Q3
Arey (x5 —0)2  4meg ' (zf — 10)2
5 3
a2t =202, 4+ 100

3.24° = 5-24° —100- 24 4 500
2> =50 - 25 +250 = 0.

Wir erhalten die Losungen x5 ~ 5,635 bzw. 2§ ~ 44,365. Da unser Losungsweg aber voraus-
gesetzt hat, dass 0 < z§ < 10 und wir Losungen auflerhalb dieses Wertebereichs mit Sym-
metriegriinden verworfen haben, gilt nur die erste der beiden Losung. Es sei angemerkt, dass
sich die Gleichgewichtsposition einer Ladung im Feld mehrerer anderer Ladungen in der Regel
nicht analytisch berechnen lédsst. Dies liegt daran, dass man die Gleichungen fiir die Gleichge-
wichtskoordinaten nur selten auf eine quadratische Form reduzieren kann. Andernfalls muss das
Problem numerisch gelést werden. In Hausaufgaben oder Klausuren beschranken wir uns aber
in aller Regel auf Probleme, die sich durch Ausnutzen der Symmetrie sowie der Anwendung des
coulombschen Gesetzes und Vektoraddition 16sen lassen.

Beispiel 2: Kraft eines homogen geladenen Drahtes auf eine Punktladung

Bisher wurden nur diskrete Ladungen untersucht. Das Superpositionsprinzip gilt aber auch
bei kontinuierlichen Ladungsverteilungen. Im folgenden Beispiel soll daher die Kraft berech-
net werden, die ein auf der z-Achse liegender, unendlich langer Draht mit homogener Linien-
Ladungsdichte A auf eine Testladung ¢ ausiibt, sieche Abb. [L2l Dazu aber zunéchst zu dem
Begriff Ladungsdichte.

Wie bei Massen auch, kann man eine rdumliche (elektrische) Ladungsdichte oder Raumla-
dungsdichte p(r) definieren, die besagt, wieviel Ladung AQ (statt Masse) in einem Volumen-
element AV, das am Ort r zentriert sei, vorhanden ist. Also

AQ

p(r) = YNV ausgewertet am Ort r. (1.5)



Als Beispiel betrachten wir eine Kugel mit Ladung () und Radius R. Da sich ihr Volumen
zu V = 41 R3/3 ergibt, ist die mittlere Dichte p = Q/V = 3Q/4nR3. Ist die Ladungsdichte
konstant, herrscht die soeben berechnete Ladungsdichte iiberall lokal vor. Analog kann man
eine Oberflachenladungsdichte o(r) einfiihren, wenn die Ladung sich, wie z.B. bei Metallen der
Fall, primér auf der Oberfliche tummelt:

AQ

o(r) = AA ausgewertet am Ort r, (1.6)

wobei AA ein Oberflichenelement ist. Bei einer Metallkugel wire somit die Gesamtladung
Q = 4moR? homogen iiber die Oberfliche verteilt. Ganz analog dazu, das haben Sie sich
vielleicht schon gedacht, gibt es auch die Linien-Ladungsdichte

A
A(r) = T? ausgewertet am Ort r, (1.7)
die besagt, wieviel Ladung AQ auf einem Draht-Segment der Liange Al residiert, wobei der
Draht als infinitesimal diinn genéhert ist. Die Einheiten der entsprechenden Ladungsdichten
ergeben sich zwanglos aus ihren Definitionen, so z.B. [A\] = C/m.

Abb. 1.2: Darstellung eines Drahtes, der in kleine Elemente
zerlegt ist und auf der z-Achse liegt, sowie einer
Punktladung im Abstand r.
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Zuriick zu unserem homogen geladenen Draht, fiir den die Ladungsdichte auf der z-Achse
konstant sei, sodass A\(z) = A¢. Da der Draht als unendlich lang genéhert ist, wihlen wir
fiir unsere Rechnung ein Koordinatensystem, in dem unsere Testladung in die xy-Ebene liegt,
sodass r = (x,y,0) ist. Wenn wir den Draht nun in kleine Segmente der Lénge Az zerlegen,
sodass z(n) = nAz und die Ladung eines Segmentes NAz, wirkt jedes Drahtelement mit der

Kraft SA
AF, ., - gAAz 1 — z(n)es

1.8
dmey |r — z(n)es|? (18)

auf die Probeladung q.
Bevor wir die einzelnen Beitrage zur Gesamtkraft aufaddieren, stellen wir fest, dass die resul-
tierende Gesamtkraft keine Komponente in z Richtung haben kann, da sich die entsprechenden

Beitrdge der Segmente +n und —n gegenseitig ausloschen. Die verbleibende Komponente der
Gesamtkraft zeigt also parallel zu r. Somit ergibt sich die Gesamtkraft F auf ¢ zu

F,= lim iV ——— (1.9)



In der Mathematik haben wir (hoffentlich) gelernt, dass man Summen wie in Gleichung (.9

als Integra]@
A
F,= 1% / (1.10)
4meg . /,,,2 T 22

ausdriicken kann.

Selbst wenn wir das Integral nicht 16sen konnten, wiirden wir dennoch einiges lernen, in-
dem wir das Integral entdimensionalisieren. Dazu driicken wir z in Einheiten von r aus, da
r schliellich die einzige charakteristische Grofle der Einheit Léange im gegebenen Problem ist.
Jede andere Wahl ist sozusagen vollig unmotiviert. Also substituieren wir

2 =z/rdz=1r-d,

sodass ) - )
“o T gy s (1.11)

2 3
dteg 1% J_o /1+ 272

~
Integral I ist einheitenlos!

F,=

Wir kennen somit zwar noch keinen Vorfaktor, dafiir aber die GesetzméafBigkeit fiir die Kraft
zwischen einer Punktladung und einem unendlich langen Draht mit homogener Ladungsdichte:
Der Betrag der Kraft fillt invers proportional zum Abstand ab — und nicht wie bei Punkt-
ladungen mit seinem Quadrat. Aber Hand aufs Herz: Das war Thnen aufgrund einer heimlich
durchgefiihrten Einheitenanalyse bereits von Anfang an bewusst. Oder?

Bleibt noch das Integral I zu l6sen. Entweder sind wir richtig gut in Mathe und sehen, dass
die Substitution 2z’ = sinh(y) uns weiterhilft, oder wir haben ein sagenhaft gutes Gedéchtnis
und erinnern uns daran, dass z’/v/1+ 22 die Stammfunktion des Integranden ist, oder wir
kramen — ganz altmodisch — irgendwelche geerbten bzw. auf Flohmérkten kauflich erworbenen
Integraltabllen hervor oder wir befragen das Internet z.B. unter www.integralrechner.de|oder
www.wolframalpha.com. Das Ergebnis ist wie so oft eine Zahl zwischen 1/(27) und 27. Um
genau zu sein [ = 2. Damit haben wir als schon kompaktes Endergebnis

gA T

F (1.12)

T 2mey 12

Nachbetrachtungen zu Beispiel 2

Implizit haben wir zwei wichtige Néherungen vorgenommen: Rp.., < 7 und r < Lppapt-
Idealisierungen dieser Art sind wichtig, da man sonst quasi nichts analytisch ausrechnen kénnte.

Zudem ist die Rechnung nur giiltig, wenn der kiirzeste Abstand zu dem Draht r sehr viel
groBer ist als der Abstand r,_cng zwischen ¢ und dem néheren Drahtende.

Fithrende Korrekturen zu der eben durchgefiihrten Rechnung hétten im schlimmsten Fall
die Ordnung €; = Rprant/T bzw. €3 = T'y_end/Lprant. Unsere Idealisierung bewirkt also einen
kontrollierbaren Fehler. Sprich, wir sollten in einem geeignet durchgefithrten Experiment — sei
es im miefigen Labor oder etwas eleganter in-silico, also numerisch mit Hilfe einer Computer-
simulation — je ndher an unsere analytische Losung kommen desto kleiner ¢; und 5 sind.

Auch wichtig: Man sollte sicherstellen, dass die Summe bzw. das Integral definiert ist. Hétten

wir eine Funktion integriert, die fiir grole z mit lediglich mit 1/z (wie die potenzielle Ener-
gie) — oder langsamer verschwindet — wére das Integral divergiert. Das muss zwar nicht weiter

2Wir schreiben das Differenzial, also dz, direkt hinter dem Integralsymbol. Diese Schreibweise birgt Vorteile
bei mehrdimensionalen Integralen.


www.integralrechner.de
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schlimm sein, wenn man kein Problem damit hat, Differenzen zwischen zwei verschiedenen Un-
endlichs zu bilden. Mathematische Puristen sehen zuweilen eine solche Differenzbildung jedoch
als problematisch an.

Schlussendlich: Wie macht man das mit der Symmetrie systematisch? Wir wenden eine Sym-
metrieoperation an — in diesem Fall eine Spiegelung des Drahts an der xy Ebene, die die La-
dungsverteilung auf sich selbst abbildet. Damit muss auch der Kraftvektor auf die Probeladung
nach der Spiegelung wieder derselbe sein wie vor der Spiegelung. Spiegelung des Kraftvektors
an der zy-Ebene: (F,, F, F,) = (F,, F,, —F.). Weil beide Vektoren aber identisch sein miissen

folgt F, - —F, bzw. F, = 0. Somit konnen wir uns bei der Berechnung der Kraft auf die
Vektorkomponenten senkrecht zur z-Achse konzentrieren.



1.3 Das elektrische Feld

1.3.1 Das elektrische Feld allgemeiner Ladungsverteilungen

Im letzten Abschnitt wurde das Coulomb Gesetz eingefiihrt, mit dem sich die elektrostatischen
Krifte zwischen Ladungen berechnen lassen. Mit Hilfe des Superpositionsprinzip kénnen auch
kompliziertere Anordnungen systematisch untersucht werden.

Eine vorhandene Ladungsverteilung bewirkt eine Kraft auf eine zusétzliche Probeladung,
welche proportional zur Probeladung ist. Um die Wirkung einer Ladungsverteilung unabhéngig
von der Probeladung beschreiben zu kénnen, fiihrt man das elektrische Feld ein. Es ist definiert
als Coulomb-Kraft F pro Ladung ¢:

F
E=—<F=E.q (1.13)
q
Die Kraft, die eine eine Ladung in einem elektrischen Feld erfiahrt, ist also gegeben durch die

Ladung g multipliziert mit dem vorhandenen elektrischen Feld. Setzt man die Formel fiir die
Coulomb-Kraft (L2) ein, so ergibt sich:

E(r)zéz 1 Qi q o r-rn

Amey |r—1;?2 |r—ry

i

-y 1 @ rom (1.14)

Areg r—r2 |r—ry|
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Das elektrische Feld E(r) definiert also die Coulomb-Kraft, welche eine Einheitsladung (nicht
zu verwechseln mit Elementarladung!) erfahren wiirde, wenn sie sich im Punkt r befiande. Da
das elektrische Feld (L.T4]) mathematisch dquivalent zur Coulomb-Kraft ist, gilt auch hier das
Superpositionsprinzip. Das elektrische Feld hat die Einheit Volt pro Meter, [E] = V/m.

Man kann (Sie konnen!) zeigen, dass die Komponenten des elektrischen Feldes kontinuierliche
Funktion der Ortskoordinaten sind und auch iiberall differenzierbar, auler an den Stellen, an
denen Punktladungen sitzten - dort divergiert das elektrische Feld. Positive (negative) Ladungen
sind Quellen (Senken) des elektrischen Feldes, wie in Abbildung [[13] dargestellt.

Abb. 1.3: Positive Ladungen sind Quellen, negative Ladungen Senken des elektrischen Felds.

Wie sich aus Gleichung ([LI4]) ablesen ldsst, ist die Richtung des elektrischen Feldes so defi-
niert, dass es in Richtung der Kraft zeigt, die auf eine positive Probeladung ausgeiibt wiirde.
Das elektrische Feld gibt also die Richtung an, in welche sich eine positive Probeladung aufgrund
der resultierenden Kréfte bewegen wiirde.

Zur Visualisierung des elektrischen Feldes, welches jedem Punkt r einen Vektor zuordnet,
werden oft Feldlinien verwendet. Es handelt sich hierbei um gedachte Linien, welche die auf



eine Probeladung wirkende Kraft visualisieren. Die Tangente an jedem Punkt gibt die Richtung
der Kraftwirkung an, die Dichte der Feldlinien die betragsméfiige Stérke. Feldlinien beginnen
in positiven Ladungen und enden in negativen Ladungen. Zusammengefasst ergeben sich die
folgenden, allgemeinen Eigenschaften von Feldlinien:

— Feldlinien beginnen immer in positiven Ladungen (Quellen) und enden immer in negativen
Ladungen (Senken).

— Die Tangente an einem beliebigen Punkt einer Feldlinie gibt die Richtung der Kraftwir-
kung an, die Dichte der Feldlinien die Stirke des Feldes (wobei das eigentlich niemand
verniinftig hinbekommt).

— Feldlinien kreuzen sich nicht, da das elektrische Feld an jedem Punkt im Raum (in dem
keine Punktladung sitzt) einen eindeutigen Wert hat und differenzierbar ist.

Beispiel 1: Elektrisches Feld zweier gegensatzlicher Punktladungen

Abbildung [[4] zeigt das elektrische Feld zweier gegensétzlicher Punktladungen.
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Abb. 1.4: Graphische Darstellung des Vektorfelds zweier Punktladungen mit ¢; = —go. Die
dargestellten Vektoren représentieren beispielhaft die Richtung des Feldes an ver-
schiedenen Stellen im Raum.

An dieser Stelle muss man sich klar machen, dass das elektrische Feld ein Vektorfeld ist
und somit jedem Punkt im dreidimensionalen Raum einen vektoriellen Wert zuordnet, welcher
Starke und Richtung des Feldes in diesem Punkt angibt. Im Falle von Abbildung [[.4] sind die
Vektoren normiert und geben keine Auskunft iiber die Stérke des Felds. Eine graphische Dar-
stellung wie in Abbildung[T.4] kann natiirlich nur einen endlichen Teil dieser Vektoren darstellen.
Trotzdem gibt dieser Teil bereits eine Intuition fiir den Verlauf der Feldlinien, welche dadurch
bestimmt werden, dass die Tangente an jedem Punkt der Feldlinie durch das elektrische Feld
gegeben ist. Vereinfacht gesagt folgen Feldlinien den Vektorpfeilen des elektrischen Feldes.
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Beispiel 2: Elektrisches Feld einer homogen geladenen Platte

Als weiterfithrendes Beispiel soll nun das elektrische Feld einer unendlich grofien, gleichméafig
geladenen Platte bestimmt werden. Die Platte soll in der yz-Ebene unendlich ausgedehnt und
bei x = 0 positioniert sein. Gleichzeitig soll sie gleichméfig geladen sein. Eine unendlich grofie
Platte kann wiederum als eine Ansammlung unendlich vieler geladener Ringe interpretiert wer-
den - &hnlich wie ein Blatt Papier mit einer (endlichen) Anzahl dicht beieinander liegenden
Zirkel-Kreise vollstandig ausgefiillt werden kann.

(a) (b)

Abb. 1.5: (a): Geometrische Anordnung des Problems eines geladenen Rings, dessen Symme-
trieachse die z-Achse ist. (b): Die geladene Platte kann als Ansammlung von Ringen
betrachtet werden.

Doch wieso Ringe?

Eine unendlich grofle, rechteckige Platte ist genau so unendlich weit ausgedehnt wie eine un-
endlich groe Zylinderscheibe, die exakte Form hat bei unendlicher Ausdehnung keinen Einfluss
auf das Ergebnis. Das Problem hat jedoch eine Zylindersymmetrie - sprich die Anordnung ist
invariant unter Drehung um die Symmetrieachse, welche hier passenderweise durch die z-Achse
gegeben ist. Damit vereinfacht sich die Behandlung des Problems enorm. Im Allgemeinen ist
es in der Physik immer vorteilhaft, ein Problem unter Ausnutzung aller moglichen Symmetrien
zu beschreiben.

Das Feld eines geladenen, unendlich diinnen Rings mit Ladung @ und Radius R auf seiner
Symmetrieachse ergibt sich zu (siehe Ubung):

) 1 Q'QZO

E(z9) = By (7o) - ex E.(x0) = Are, ' (R? —|—x%)3/2

Aufgepasst: Das E-Feld liegt nur in der Summe parallel zur z-Achse. Der Abstand zwischen
einem individuellen Oberflichenelement und dem Bezugspunkt betrigt aber \/R? + z2. Wir
betrachten nun einen Ring endlicher Breite AR als Teil einer Ebene, wie in Abbildung (b)
dargestellt. Diese Ebene habe eine konstante (Flichen-)Ladungsdichte.

AQ

= M = konst.

g
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Die Ladung auf dem Ring ergibt sich damit zu:

AQ = 0(Aaussen — Ainnen)
=0 (TRiugen — T Rinnen)
=om ((R+AR)’ - R?)
=om (R2+2R~AR+AR2—R2)
=om (2R AR+ ARz)
—2rR-AR -0 fir AR — 0

Mit AQ = AA - o identifiziert man die Fliche des Rings in Nédherung als Umfang des inneren
Rings U = 27 R mal seiner Breite AR. Damit tragt der Ring mit seinem Radius R und seiner
Breite AR wie folgt zum elektrischen Feld bei:

1 27rR-AR-0-xg

E= . 3
4deq (m)

Eine unendlich ausgedehnte, geladene Platte kann nun wie beschrieben als eine Ansammlung
unendlich vieler solcher Ringe interpretiert werden. Zur Bestimmung des elektrischen Feldes
einer solchen Platte muss daher das elektrische Feld dieser unendlich vielen Ringe aufsummiert
werden (Superpositionsprinzip). Man fithrt wie bereits beim geladenen Draht den Ubergang
von einer Summe zu einem Integral via

(1.15)

durch. Man findet: 0o R
o Zo -
E,=— AdR———————
2¢e0 /o (R% 4 25)3/2

Die Substitution r = R/xy mit dr = dR/x¢ macht das Integral einheitenlos.

o - sgn(xg) /Oo z-R
g, = Z%800) [rgp TR
~ 2e9 0 R(R2 + 22)3/2
o - sgn(xg) e r o
Sl VA dy———M = . 1.1
20 /o T(l + 12)3/2 2e0 sgn(o) (1.16)

= 1 (dimensionslos)

Der Betrag des elektrischen Feldes hdngt also nur von der Oberflachendichte ab, was man auch
anhand einer Einheitenanalyse herausbekommen hétte kénnen. Der Vorfaktor von 1/2 ergibt
sich aber nur durch rechnen.

Auch hier sei angemerkt, dass die Annahme einer unendlich ausgedehnten Platte dann ge-
rechtfertigt ist, wenn der Betrag von x( klein ist gegeniiber dem Radius der Platte als auch
verglichen mit dem kiirzesten Abstand zum Plattenrand.

Fiigt man zwei gegensétzlich geladene Platten zusammen, so ergibt sich die in Abbildung [T.7]
dargestellten Feldlinien. Auflerhalb des Kondensators loschen sich die Feldlinien der Platten
aus.

Im Allgemeinen sind die Platten wie bereits beschrieben endlich, sodass die Homogenitét
des Feldes nur zwischen den Platten gegeben ist, an den Réndern der Platten kommt es zur

12



A A A 4

0=AQ/AA >0 0=AQ/AA <0

Abb. 1.6: Feldlinienverlauf einer positiv (links) beziehungsweise negativ (rechts) geladenen Plat-
te. Randeffekte sind dabei vernachléssigt.

T T

——————»

A

A

A A A

A

Abb. 1.7: Feldlinienverlauf zweier parallel zueinander im Abstand d aufgestellter, gegensétzlich
geladener Metallplatten der Breite L. Vernachlassigt man Randeffekte und die Felder
auflerhalb der Platten, so ergibt sich der rechts dargestellte ideale Plattenkondensator.

Ausbildung signifikanter Storfelder, welche in der praktischen Anwendung jedoch vernachlassigt
werden. Es ergibt sich der ideale Plattenkondensator, bei welchem das gesamte Feld als zwi-
schen den Platten lokalisiert angenommen wird. Es ist dabei homogen, sprich iiberall im Raum
zwischen den Platten herrscht die gleiche Feldstérke, welche nur von der Ladung auf den Platten
abhéngig ist. Diese Ndaherung ist vor allem fiir L >> d sehr gut erfiillt. Ist d >> L, so kénnen
die Storfelder nicht mehr vernachléssigt werden und es ergibt sich ein elektrischer Dipol.

In Abbildung[L.§list das exakt berechnete Feld zweier parallel gegeniiber liegender, gegensétzlich
geladener Platten skizziert.

1.3.2 Elektrische Felder an Metalloberflachen

Metalle besitzen eine hohe elektrische Leitfahigkeit, die durch frei bewegliche Elektronen be-
dingt ist. Liegt ein elektrisches Feld im Metall vor, werden die Elektronen beschleunigt. Die
Elektronen erfahren demzufolge so lange eine Beschleunigung, bis ihr Feld (plus das der Ionen)
das externe Feld genau kompensiert. Deshalb kann in (abgeschlossenen) Metallen — oder ande-
ren Systemen mit freien Ladungstrigern — kein statisches, elektrisches Feld vorkommen. Aus
dieser Betrachtung ergeben sich so einige Konsequenzen, z.B., dass die Ladungen sich an die
Oberflidche begeben, weil in einem (isolierten) Metall keine elektrischen Feldlinier erlaubt sind.
Gébe es Ladungen im Inneren des Metalls, wiirden dort Feldlinien anfangen oder aufhéren.

Influenz: Eine ortsfeste Ladungsverteilung in der Néhe eines Leiters bewirkt eine Kraft auf die
im Leiter enthaltenen freien Ladungstriger, welche sich in einen Anteil parallel und senk-
recht zur Metalloberfliche zerlegen ldasst. Der senkrechte Anteil zieht die Ladungstriger
an den Rand des Metalls. Dort angekommen kann dieser Anteil die Ladungstréiger nicht
weiter bewegen. Der parallele Anteil hingegen verschiebt sie so lange gegen die Metallo-
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Abb. 1.8: Berechnetes Feld (nur Richtungen!) eines Plattenkondensators. Zwischen den Platten
ist das Feld groitenteils homogen. Zum Rand hin erkennt man die beim idealen
Kondensator vernachléssigten Inhomogenitéten.

berflache, bis die wirkende Kraft verschwindet. Die so erhaltene rdumliche Verschiebung
der Ladung wird Influenz genannt — oder manchmal auch elektrostatische Induktion. Bei

einem Leiter im elektrischen Feld sammeln sich die freien Ladungstrager also immer an
der Oberflache des Leiters.

Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Metalloberfldche: Als direkte Konsequenz aus
der Influenz steht das elektrische Feld immer senkrecht auf der Metalloberfliche. Da die
zur Oberflache parallele Komponente der Kraft verschwindet, wirkt nur noch eine Kraft
senkrecht zur Metalloberfliche auf die Ladungstriager. Da das elektrische Feld in Rich-
tung der wirkenden Kraft zeigt (siehe (LI3])), ist dessen Richtung auf der Metalloberfliche
ebenfalls senkrecht zu dieser.

Das Innere eines (stromfreien) Leiters ist feldfrei: Bei der Ausrichtung der Ladungstréger
im Leiter (Influenz) erzeugen diese ein elektrisches Feld im Metall, welches das von der
auBeren Ladungsverteilung erzeugte elektrische Feld vollstéindig kompensiert. Daher ist
das Innere eines Leiters (egal ob hohl oder massiv) immer feldfrei. Eine solche Anordnung
wird auch Faraday-Kifig genannt, siche Abb. [LIl
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Abb. 1.9: E-Feld links eines massiven, rechts eines hohlen Leiters

1.3.3 Anwendung: Braun’sche Rohre

Eine Anordnung aus zwei planparallelen (metallischen) Platten ist wie bereits beschrieben als
Kondensator bekannt. Die sehr gute Homogenitéit des elektrischen Feldes zwischen den Platten
kann genutzt werden, um freie elektrische Ladungen (beispielsweise Elektronenstrahlen) gezielt
abzulenken. Jeder Rohrenbildschirm basiert auf diesem Prinzip, das von Karl Ferdinand Braun
entwickelt wurde. Die Grundziige dieser Dynamik sollen hier kurz angerissen werden. Dabei
wird nur der Einfluss des Kondensatorfelds auf die freie Ladung untersucht, der umgekehrte
Einfluss wird vernachléssigt.

y

A

e -

I I 1
L, L,
Abb. 1.10: Ein geladenes Teilchen wird in einem Kondensator abgelenkt. Eine typische Frage-

stellung beinhaltet die Frage, an welcher Position (Hohe h) eines Schirms hinter dem
Kondensator das Teilchen auftrifft.

Die Uberlegungen sind analog zum freien Fall oder zum schiefen Wurf in der Mechanik, die
Situationen ist in Abbildung [L.I0 dargestellt. Die typische Fragestellung lautet: Wie héangt
die Position h, an der die Ladung auf den Schirm, trifft von L;, L, und der Feldstéirke im
Kondensator ab?

Als Ladung wird ein Elektron angenommen mit m = m, und ¢ = —e. Die obere Platte des
Kondensators sei positiv, die untere negativ geladen. Damit ergibt sich die in Abbildung
dargestellte Richtung des elektrischen Feldes im Kondensator. Das Elektron trete im Ursprung
in den Kondensator ein und habe eine Geschwindigkeitskomponente in z-Richtung, es gilt also:

0 Vo
s(t=0)= [0 vit=0)= [0
0 0

15



Der Kondensator erzeugt ein elektrisches Feld E = —FE' - e, welches iiber den gesamten Kon-
densator und damit iiber die gesamte Strecke L; gleich ist.

Geméfl Gleichung (LI3) bewirkt das elektrische Feld des Kondensator eine Kraft auf das
Elektron:

F
E=—
q
=F=E ¢
=—FE-(—e)- e
=e-F-e,.

Geméaf Newton gilt:
me-a=F=e¢-E-e,.

Damit findet man, dass das Elektron eine Beschleunigung in y-Richtung erfahrt, wie in Ab-
bildung [I.10] eingezeichnet. Integriert man die Beschleunigung zwei mal nach der Zeit unter
Verwendung der oben gegebenen Anfangsbedingungen, so erhélt man:

0 Jdt Yo Jdt Vot
at)=|;=-FE| = vi)y=[L-t] = s@t)=|s=Z 1
0 0 0

Sobald das Elektron den Kondensator verldsst, verschwindet das elektrische Feld und damit
die wirkende Beschleunigung. Das Elektron bewegt sich dann in einer gleichférmig-geradlinigen
Bewegung mit der Geschwindigkeit, welches es beim Verlassen des Kondensators inne hat. Die
x-Komponente dieser Geschwindigkeit ist mit vy bekannt. Die y-Komponente zum Zeitpunkt
des Austritts aus dem Kondensator muss jedoch explizit berechnet werden. Dazu 16st man
zunéchst die z-Komponente von s(¢) nach t auf und setzt dieses ¢ dann in die y-Komponente

ein:
Sy el (s, 2
Sy =gt =>1=— = Sy = — ] .
Vo 2me \ Vg

Beim Verlassen des Kondensators ist s, = L;. Damit ergibt sich fiir yo = s,(s, = L1)

_eE (L1\?
Yo = 2me \ Vg
und fiir die y-Komponente der Geschwindigkeit beim Austreten aus dem Kondensator

6'E'L1
Me - Vo

Uy(t = Ll/’Uo) =

Ab dem Punkt (L1, yo,0) besitzt das Elektron also die konstante Geschwindigkeit

Vo
eELq
MevVo )

0
womit sich fiir s(¢) die bereits beschriebene geradlinig-gleichférmige Bewegung ergibt:

UO't+L1
s(t) = BLL ¢ 4y,

mevo
0
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Man beachte, dass das Koordinatensystem immer noch das selbe ist wie zuvor, daher muss
die Position beim Verlassen des Kondensators hinzu addiert werden. Der Abstand zwischen
Ausgang Kondensator und Bildschirm ist L,. Wieder berechnet man die Flugzeit aus der z-
Komponente

Ly

Vo

t

und setzt diese in die y-Komponente ein. Damit ergibt sich:

6EL1L2 6EL1
Sy( Z/UO) Yo+ mevg 2mev8 ( 1 2)

1.3.4 GauBsches Gesetz

In dieser Vorlesung haben wir die elektrischen Felder von Driahten und Platten ausgerechnet,
indem wir ein Ladung-tragendes Objekt in kleine Elemente zerlegt haben und das von jedem
Element am Punkt R erzeugte Feld aufaddiert bzw. integriert haben. Wir haben diese Vorge-
hensweise gewéhlt, weil es sich direkt fiir numerische Berechnungen oder Computersimulationen
eignet. Letztere sind immer dann der einzige Weg zum Erfolg, wenn das gegebene Problem kei-
ne hinreichend hohe Symmetrie hat, um das Problem analytisch zu losen. Also eigentlich alle
Probleme von praktischem Interesse.

Traditionell berechnet man die elektrischen Felder unendlich langer Drihte oder unendlich
ausgedehnter Platten jedoch mit dem gaufschen Gesetz, das mathematisch quasi dieselbe In-
formation beinhaltet wie das coulombsche Gesetz. Um von Kollegen, die noch &lter sind als ich,
nicht beschimpft zu werden, soll er hier kurz angerissen werden.

Das Feld einer Punktladung geniigt der Gleichung:
1 Q

dmeg r?

12

Desweiteren berechnet sich die Oberfliche einer Kugel, deren Punkte vom Mittelpunkt den
Abstand r haben zu: A = 4772 Deshalb ist das Produkt aus £ = |E| (auf der Kugeloberfliiche,
also bei konstantem r) und A:

e,
Ba = = (%) ()
Q

= = (1.17)

eine Konstante.

Nun ist E ein Vektor. Ebenso kann man einen Flachenvektor A definieren, der senkrecht auf
einer Oberflache eines Objektes (Volumens) steht und von innen nach auflen zeigt, z.B. wiirde
man die Oberflache eines “Deckel” eines Kubus mit Kantenlénge a, der entlang der kartesischen
Koordinaten ausgerichtet ist, mit Apeael = a?e, bezeichnen. Die Oberfliche des “Bodens” wiire
dann Apgogen = —a’e..

Gekriimmte Oberflichen, wie die einer Kugel, kénnen in kleine Teile zerlegt werden, die dann
als lokal eben gendhert werden diirfen. Bei einer Kugel wéren solche Oberflachensegmente
parallel zu r, wenn der Schwerpunkt der Kugel im Koordinatenzentrum liegt. Also ist dA
parallel zu r.
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Wir konnen Gleichung (ILI7) sinnvoller schreiben, indem wir kleine Oberflichensegmente
betrachten und dann jeweils deren Beitrage dA-E iiber die gesamte Kugeloberfliche summieren.
Das resultierende Integral schreibt man formal wiefolgt:

1
f EdA = 8_ Qeingeschlossen- (1 18)
0

Diese Gleichung bezeichnet man auch als das gauf3ische Gesetz. Dabei bedeutet das Symbol
§ dA... eine Summation bzw. Integration iiber eine geschlossene Oberfliche, also iiber die Hiille
eines Volumens.

= AA-E=AA-F-cosa,
wobel o der Winkel zwischen AA und E ist.

Man bezeichnet das Integral [, dA - E iiber eine offene Fléche A auch als den elektrischen
Fluss durch die gegebene Oberfliche. Betrachten wir als Beispiel wieder einen Kubus und ein
konstantes E-Feld parallel zur z-Achse, E = Ej - e,. Der elektrische Fluss durch den Boden ist
dann —AFy, weil die Oberflichennormale und E antiparallel sind. Durch die Seiten des Kubus
geht kein Fluss, da die Oberflaichennormalen der vier Seiten senkrecht zu E stehen. Der Fluss
durch den Deckel ist schlieBlich +AFEj, sodass sich der Gesamtfluss ¢ dA - E durch alle sechs
Oberflichen zu null addiert. Der Begriff “Fluss” stammt im Ubrigen aus der Stromungslehre,
wo man den Begriff dann durchaus wortlich nehmen darf.

Das Feld einer unendlichen Platte reloaded

Als eins von quasi drei einfachen Anwendungen des gaufischen Gesetzes berechnen wir (zum
zweiten Mal in diesem Kapitel) das elektrische Feld einer unendlich ausgedehnten Platte. Ho-
mogen geladene Kugeln oder Dréhte eignen sich dann fiir Aufgaben an anderweitiger Stelle.

Betrachten wir Abb. [LTIl Die z-Achse liege parallel zur Oberflichennormalen. Aus Sym-
metriegriinden zeigt dann das E-Feld auch in z-Richtung. Somit tritt kein Fluss durch die
Seitenwénde der “Pillendose” aus, sodass fSeitenwéin 4 @A - E = 0. In Deckel und Boden steht E
parallel zu den jeweiligen Oberflichennormalen.

Abb. 1.11: Pillendosen-Integration des elektrischen Feldes einer ausgedehnter Platte mit posi-
tiver, homogener Ladungsdichte o.

Unter diesen Betrachtungen wird

/ dA-E:/ dA -E = A|E,|, (1.19)
Boden Deckel
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wobei A die Grundflache der Pillendose sei und damit
]{dA-E:2A]EZ] (1.20)

Gleichzeitig ist die eingeschlossene Ladung

Qeingeschlossen = Ao. (1 2 1)

Setzen wir die beiden letzten Gleichungen in das gauflsche Gesetz ein, kiirzt sich die Flache A
raus, sodass unter Beriicksichtigung der Richtung des E Feldes

o

E = sgn(z)2—60 es. (1.22)
Dies ist im Wesentlichen das gleiche Ergebnis wie in Gleichung (ILI6]), nur dass wir diesmal die
Symmetrieachse nicht parallel zur z—Achse sondern zur z-Achse gelegt haben.

Prinzipiell ist die auf dem gaufischen Gesetz basierende Rechnung fiir die unendliche Platte
einfacher als das explizite Integrieren iiber die Ladungsverteilung. Letztere Methode liele sich
— im Gegensatz zum gauflschen Gesetz — aber auch dann zwanglos anwenden, wenn man das
Feld auf der Symmetrieachse eines endlichen Kreises berechnen wollte.
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1.4 Elektrisches Potenzial und potenzielle Energie

In der Mechanik wurde die potenzielle Energie eines Massepunktes als Gradient der potenziellen
(Gravitations-) Energie beschrieben. Sie ist sozusagen die Stammfunktion zu der konservati-
ven Gravitations-Kraft. Da die elektostatische Kraft dieselbe Abhéngigkeit vom Abstand zweier
geladener Punkte hat wie die Gravitationskraft zwischen zwei Massepunkten, lassen sich die Er-
gebnisse aus der Mechanik auf die Elektrostatik durch die Substitution Gmimy — Q1Q2/(4mey)
ibertragen. Somit betrégt die potenzielle Energie zweier Ladungen ); und Q;

1 QG

= . 1.23
J 47T€[) Rij ( )

Die Richtigkeit dieser Behauptung ldsst sich durch Gradientenbildung verifizieren. Die Kraft,
die Q); auf @); ausiibt, ergibt sich in der Tat durch F,_,; = —V,V;;, wobei V;, = 3" e, - 0/0is
der Nabla-Operator bzw. den Gradienten-Operator darstellt, sieche auch der mathematische

Einschub in Kapitel [L4.1l

Fiir ein System aus vielen Ladungen miissen wir iiber alle Paare ¢, j addieren, um die gesamte
elektrische potenzielle Energie zu erhalten, also

Vi = > _ Vi (1.24)
i,j>i
Die Summe wird auf j > ¢ beschrénkt, damit wir keine Paare doppelt zéhlen und keine Selbst-
wechselwirkung einfiithren. Gleichung (IL.24]) gilt im Ubrigen fiir alle Paar-Wechselwirkungen.

Wir kénnen nun die Frage beantworten, wieviel potenzielle Energie man gewinnt oder verliert,
wenn eine (Test-) Ladung () von unendlich an den Ort R gebracht wird, in dessen Nihe sich
eine Ladungsverteilung (Q1, ..., Q,) befindet:

- 1 Qi
V= Q;Em (1.25)

Die potenzielle Energie ist offensichtlich proportional zu Q. Die Summe in Gleichung (L25)hangt
aber nicht von der Grofle der (Test-) Ladung @ ab. Die Summe

I Qi
OR) = —_— 1.26
e 120
bekommt deshalb den eigenen Namen elektrisches Potenzial. Es ist lediglich eine (skalare)
Funktion des Ortes und der urspriinglichen Ladungsanordnung, aber es ist unabhéngig von Q).

Wir bemerken natiirlich sofort, dass wir der Berechnung elektrischer Felder in Zukunft we-
niger Arbeit machen miissen. Bisher haben wir prinzipiell drei Integrale 16sen miissen, auch
wenn der Dozent meist die Freudlichkeit besafl, nur solche Aufgaben zu stellen, in denen aus
Symmetriegriinden zwei Komponenten verschwanden. Das wirkliche Leben ist meist nicht so
nett, sodass man drei Integrale 16sen muss, oder aber eben alternativ ein Integral fiir ®(R) und
einen Gradient, denn

E(R) = -V®(R), (1.27)
wie man selbst nachrechnen kann.

Da Ableiten in aller Regel sehr viel leichter ist als Integrieren, ist es oft zeitsparend zunéchst
das Potenzial zu berechnen und dann dessen (negativen) Gradienten zu bilden. Es ist eine
hervorragende Ubung dieses im Fall eines homogenen geladenen Drahtes durchzuexerzieren.
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Die elektrische Potenzialdifferenz zwischen zwei Punkten heifit auch elektrische Spannung.
Die elektrische Spannung zwischen zwei Punkten a und b ist somit

Ua = ®(Ry) — ®(Ra). (1.28)

Die elektrische Spannung hat im Gegensatz zur Spannung, mit der Sie dieses Skript lesen, eine
S.I. Einheit. Sie heif3t Volt:

U=V =1J/C.
Die Spannung U,, ist die Arbeit je Einheitsladung, die man an einer Testladung
verrichten muss, um sie quasistatisch” von a nach b zu bewegen.

Im letzten Satz haben wir den aus der Mechanik vertrauten Begriff der Arbeit verwendet.
Dazu ein paar Bemerkungen. In der Mechanik heifit es, dass die Arbeit, die wir leisten, wenn
wir einen Massepunkt um einen Vektor dr verschieben, durch

dW = Fwir - dr

gegeben ist, wobei Fy; die Kraft ist, die wir auf den Massepunkt ausiiben. Wenn wir uns
also parallel zur Erdoberfliche bewegen, oder Ladungen senkrecht zu den E-Feld Linien, dann
verrichten wir keine Arbeit gegen das Gravitations- bzw. das elektrische Feld. Es z#hlt also
immer die Komponenten parallel zur Erdbeschleunigung oder parallel zum elektrischen Feld.
Da im quasistatischen Fall die Kraft, die das konservative Potenzial auf den Massenpunkt
ausiibt, unserer Kraft genau entgegenwirkt gilt

FPotenzial + Fwir - 07

sodass

dW = _FPotenzial -dr.

Die Vorzeichenwahl der Gleichung dW = +F - dr ist also gerne etwas verwirrend.

Beispiel: Punktmasse im Schwerefeld

Ein klassisches Beispiel zur Bestimmung der potenzielle Energie ist ein Massepunkt der Masse
m im Schwerefeld der Erde, welches man in der Nahe der Erdoberflache als konstant annehmen
kann. Das Schwerefeld bewirkt (wie aus der Einleitung bekannt) eine Kraft auf den Massepunkt:

F=-m-g-e,

Hierbei ist ¢ = 9,82 ms~2 die Erdbeschleunigung.
Die potenzielle Energie, welche diese Kraft bewirkt, ist gegeben durch:

V(a:,y,z):m~g~z+vo

Die Koordinate z ist wie aus Abbildung [I.T2] ersichtlich die Hohe des Massepunkts iiber dem
Erdboden, welcher auf z = 0 festgelegt ist. Als “Beweis” dieser Formel fiir die potenziellen

3Der Begriff “quasistatisch” soll implizieren, dass keine Reibungsverluste auftreten und die kinetische Energie
der Testladung sich nicht dndert.
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Abb. 1.12: Wirkende Kraft auf eine Punktmasse im Abstand z iiber dem Erdboden.

Energie dieses Beispiels bildet man die partielle Ableitung in alle drei Raumrichtungen:

A
F,=— lim 2V = 8—‘/ =0
Az—0 AZ x,y=const 8x
ov
F,=—=0
dy
ov
FZ = — = — .
0z g
Insgesamt gilt also wie erwartet F = —m - g - e,. Die Konstante Vj muss willkiirlich bestimmt

werden, z.B. je nach Wahl des Koordinatensysteme. Thr Wert hat aber keinerlei Relevanz fiir
die Kréfte.

Allgemein bezeichnet man alle Punkte gleicher potenzieller Energie als Aquipotenzialfléichen.
In unserem Beispiel wére das eine unendliche grofle Anzahl von ebenen Flédchen, eine Flache
fiir jedes z > 0. Tatséchlich jedoch sorgen lokale Schwankungen im Wert von ¢ fiir geringfiigig
ausgebeulte Aquipotenzialflichen. Analoge Betrachtungen gelten beispielsweise fiir ein Teilchen
vor einer homogen geladenen Platte (Kondensator).

1.4.1 Mathematischer Einschub: Gradient

Der Gradient ist die Verallgemeinerung der Steigung auf hohere Dimensionen. Er gibt neben
dem Betrag der maximalen Steigung einer (skalaren) Funktion f(z1,xs,...) auch die Richtung
an. Der Gradient einer Potenzialfunktion steht somit senkrecht zu den Aquipotenziallinien.

Der Gradient berechnet sich — so er definiert ist — indem zunéchst die partiellen Ableitungen
gebildet werden, die fiir x; wiefolgt definiert ist:

Of (x1,7,...) — lim fler + Aw, 2o, ... ) — f(9517$2>--~)_ (1.29)
8[E1 Az—0 Az
Die partielle Ableitung nach x5 — bzw. nach y — erfolgt dann analog.
Die partiellen Ableitungen werden schliefllich in einem Vektor geméf
0
V(. )= / (1.30)

~ 0x,

zusammengefasst. Die a-Komponente des Gradienten gibt somit die Steigung der Funktion an,
die man “sieht”, wenn man sich parallel zum Einheitsvektor e, bewegt. Am besten kennt man
Aquipotenziallinien und somit auch Gradienten aus der Geographie bzw. den Gebirgen, siche

dazu auch Abb. [[L.T3]
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f(x,y) = (cos(x)+cos(y))*exp(-(x**2+y**2)/40)

10 2
15
5
1
0.5
> 0
0
-0.5
-5
-10 -1.5
-10 -5 0 5 10
X

Abb. 1.13: Konturdarstellung eines Hohenprofils f(z,y). Linien gleicher Farbe bedeuten gleiche
Hohen. Der Gradient steht senkrecht zu den Linien gleicher Farben.

=

Nun aber einige Beispiele:

Beispiel 1: Gradient des harmonischen Potenzials

k
V(r) = 57“2 mit r = /22 4 y? + 22
Partielle Ableitung nach x:

oV or x
B P A

ox " or Ty

Dieser Ausdruck ist dann die z-Komponente des Gradienten. Andere Komponenten kénnen
analog berechnet werden =

Partielle Ableitung nach x:
ob 1 Or 1 =z

or  r2 9xr  r2 r

Andere Komponenten analog =

.eT

1
Vo(r) = —r—rg bzw. V&(r) = ——=

r2
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Beispiel 3: Funktion mit kubischer Symmetrie

Zur Abwechslung eine Funktion, die keine radiale sondern lediglich kubische Symmetrie@

flx) =
= Vf(r) =

1
1 (334 +yt + 24)
(2°, 4%, 2%).

Hier ist der Gradient weder parallel noch antiparallel zu r.

Anwendung des Gradienten

Mithilfe des Gradienten konnen Funktionen in eine Potenzreihe erster Ordnung entwickelt wer-
den. So wie bei Funktionen, die nur von einer Verdnderlichen abhéngen, gilt dann
af of

fle,y,...) %f(xo,yov.--)+%(x—ona—y(y—yo)er, (1.31)

wobei die partiellen Ableitungen bei (g, o, ... ) ausgewertet werden. Die Vektorschreibweise
von Gl. (L31) lautet
f(r) = f(ro) + Vf(ro) - (r — 1), (1.32)

unabhéngig davon, wieviele Komponenten der Vektor r hat.

4Bei kubischer Symmetrie kénnen u.a. x und y bzw. y und z vertauscht werden, ohne dass dies f(x,v,2)
dndern wiirde.
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1.5 Kondensatoren und Feldenergie

Aus den Rechnungen fiir eine unendlich ausgedehnte Platte mit homogener Ladungsdichte, die
wir im Abschnitt [[.3.4] vorgenommen haben, konnen wir fiir das elektrische Feld zwischen zwei
planparallelen Platten zwanglos folgern, dass:

1 1 ;
E=_—_._— thks . Qrechts '
o A 2 2

Mit der Vorgabe, dass Qiinks = —Qrecnts = @ folgt fiir £

I Q
E=—.=<
o A

Die Energie, die benotigt wird, um eine Probeladung ¢ < @) von links nach rechts zu verschie-
ben, betrigt somit:

W=q-FE-_d =q-U.
~—
Kraft ~ Weg

Dabei ist U = E-d die Potenzialdifferenz (Spannung) zwischen den beiden Platten. Es gilt also:

EoA

oder Q= g -U.

Daraus folgt, dass Ladung und Potenzialdifferenz proportional zueinander sind. Der Propor-
tionalitatsfaktor ist eine Eigenschaft des Objekts und wird Kapazitit genannt. Je hoher die
Kapazitét ist, desto mehr Ladung wird bei gegebener Spannung auf die Platten geladen.

A
C=c¢p- 7 Kapazitéit eines Plattenkondensators (1.33)
Kapazitéiten (von Kondensatoren) spielen in Schaltkreisen aber auch bei der Energiespeicherung
eine wichtige Rolle, insbesondere dann, wenn (kurzfristig) hohe Leistungen gewiinscht sind.

[C}:@—lc—lF Farad

0] 1V

~lal [4] =l m

Die Kapazitédt kann nicht nur fiir zwei parallele Platten definiert werden, sondern fiir allgemeine
Paare von metallischen Objekten. Es ist sogar eine Verallgemeinerung auf beliebig viele metalli-
sche Objekte moglich. In diesem Fall hat man eine Kapzitdtsmatrix, die einem Spannungsvektor

eine Ladung geméf
Qi = Cy;U;

zurorndet. Das mechanische Aquivalent ist ein System aus Massepunkten, die iiber Federn
gekoppelt sind. Wenn nun auf den Massepunkt ¢ eine Kraft angelegt wird, so bewirkt dies nicht
nur eine Auslenkung von ¢ sondern von jedem Massepunkt j, der direkt oder indirekt an j
gekoppelt ist.
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Beispiel: Kapazitat eines Koaxialkabel

Ein Koaxialkabel besteht im wesentlichen aus zwei voneinander isolierten Metalldrihten, siehe

Abbildung.

Abb. 1.14: Koaxialkabel

Die Energie, die bendtigt wird, um eine kleine Testladung von R = R; nach R =

verschieben, ist:

Aus der Gleichung [L71 des letzten
Kapitels:

_1.Q_ a1
E_sg A7 2meg R

fir R, < R<R,und A=27R-1

N o= A2 9@

Al
ist ein Langensegment

_Gesamtladung
Gesamtlinge Al

R, zu

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

Rg /\ R, 1
W = / E(R)dR=q- / —dR
R; 27'('60 R; R
A | R,
pummn . . n —_—
1 21 o Rz
—_———
Potenzialunterschied V
. _Q B
mit A= —- :>Q—27TE()'—R'U.
l In 2
—————
C (Koaxialkabel)
R
|
/ —dR
R 10y, R|?=In Ra—In R;=In &
= Ein 100 m langes Kabel mit R, = 2 m und R; = 1 m hat dieselbe Kapazitét wie ein gleich
langes Kabel mit R, = 20 nm und R; = 10 nm, namlich C'/ey = % m.

1.5.1 Parallelschaltung von Kondensatoren

In elektrischen Schaltungen werden Kondensatoren oft seriell oder parallel zu Widersténden,
Spulen aber auch zu anderen Kondensatoren geschaltet. Man kann dann jeweils parallel oder
seriell geschaltete Kondensatoren vereinfacht mit der Angabe einer effektiven Kapazitit be-
schreiben. Die Gleichstromquelle (U) gibt die Spannung vor. An jeder Kapazitét liegt dieselbe

Spannung an.

= =0C-U

Q2=Cy-U

Qgesamt - Ql + Q2 - (Cl + 02) U

Parallelgeschaltete Kapazitédten addieren sich!
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Abb. 1.15: Parallelschaltung von Kapazitéiten

Siehe auch: Coesamt = %) (A1 + Ay)

Die Fléchen einer in zwei Teile geschnittenen Kapazitdt addieren sich.

1.5.2 Serienschaltung von Kondensatoren

Wir betrachten die Situation, welche im folgenden Schaltbild dargestellt ist. Die Summe der
Spannungen muss den externen Spannung entsprechen!

1
=>U1=a'Q UQZFQ‘Q

Insgesamt gilt also:

Cla Ql 027 QQ

ol
2=

Ersatzschaltbild
_>

-
-

Abb. 1.16: Serienschaltung von Kapazutéiten

1 1
U:(E—FE)‘Q

1 1\ !
o-(L+ )

Damit findet man folgenden Zusammenhang;:
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In Serienschaltung addieren sich die inversen Kapazititen zur inversen

Gesamtkapazitit.
Siehe dazu auch: ) . ) )
—=—(di+dy) = — + —.
C €0 A M Cl + CQ
=d

Auch komplizierte Serien- und Parallelschaltungen von Kondensatoren lassen sich als effektive

dy  do

Abb. 1.17: Werden zwei Kondensatoren mit gleichen Flachen hintereinander geschaltet, addie-
ren sich effektiv die Abstédnde der Platten zu einem Gesamtabstand.

Kapazitéat darstellen. Bei ganz genauer Betrachtung muss man allerdings die Kapazitét als eine
Matrix ansehen. Dies zu vertiefen sprengt aber den Rahmen der Vorlesung.

1.5.3 Energie in einem Kondensator

CQlinks Qrechts

Abb. 1.18: Die Gesamtladung eines Kondensators in elektrischen Schaltkreisen ist neutral, es
gllt C\?rechts = _Qlinks

Jede Partialladung in der linken Platte "fiihlt” das Potenzial der Ladungen auf der rechten
Platte. Die Gesamtenergie, die in der Wechselwirkung zwischen den Ladungen steckt, kann
prinzipiell {iber Summation bzw. Integration berechnet werden.

Alternativ:
Rechte Platte erzeugt ein E-Feld:

1 Qrechts
E=——: 1.38
260 A ( )
F= Qlinks B

28



Nun verschiebe man die linke Platte nach rechts bis sich die beiden Platten beriihren.

(_1> . Qrechts

d
=W = /o Qlinks'2—€o P dr
1 Qrechts : Qlinks Q2 d
S . od = =2 .2 1.
260 A 260 A ( 39)
Damit ist die Energie:
Q2
= — 1.4
W 2C (1.40)
oder wenn wir ) = C -V setzen:
1
W = 5(J-U2. (1.41)

Das ist die Energie, die wir benotigen, um eine Kapazitéit zu laden. Diese Formel gilt auch fiir
allgemeine Kondensatoren. Interessanter Weise gibt es offensichtlich keine “Selbstenergie” einer
Platte in dieser Rechnung.

Alternative Sichtweise

Energie steckt im Feld der wechselwirkenden Ladungen. Ladungen selbst wechselwirken nicht,
sondern sie erzeugen ein Feld, das Energie hat.

Im Plattenkondensator: E = % in (L39) eingesetzt: Q=¢c-A-FE
€0
(0-A-EY? d 1
=—" — = —gEk°-(A4-d).

=W 220 A~ g (A

Energie |44 1

———— = Energiedichte = —— = =~ gy E*. 1.42
Volumen HERSIeEEe = g T 2 (1.42)

Diese Formel gilt allgemein - also auch auflerhalb eines Plattenkondensator.

Zusatzwissen: Ein Proton ist prinzipiell ein Punktteilchen. Bei genauer Betrachtung stellt sich
jedoch heraus, dass es einen zwar sehr kleinen, aber dennoch endlichen Radius, R = 0.877 fm
hat. Man kann nun annehmen, dass die Ladungsdichte p innerhalb dieses Radius konstant ist
und auflerhalb gleich null und die Feldenergie berechnen.

~JO r>R
P po "< R
Betrachte nur Feldenergie auflerhalb des Protons, wo der Betrag des elektrischen Feldes gegeben

ist durch:
Q 1

Arey 12

|E|
Volumen einer Kugelschale der Dicke AR:

AV = 4rmr: Ar
N——
Oberfl. Kugel
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Abb. 1.19: Feld einer homogen geladenen Kugel, hier eines Protons; siche auch Abschnitt [1.3.4]

E2 00 2 1
:W:ZAV~602 %/ drapr?. 2.2 . =

r>R

e? /°° 1 p e? (1.43)

= _— T = .
8mey Jp 12 8meg- R

1|9

T

R
Setzen wir Zahlenwerte ein, erhalten wir W = 0,82 MeV. Mit Hilfe der Formel E = m - ¢
(hier steht F fiir Energie), kann man der Energie eine Masse zuordnen. Das Ergebnis ist m =

1,46 - 1073Y kg. Dies ist nicht die Masse eines Protons sondern ungefihr die eines Elektrons
(me = 0,91 -1073° kg.) bzw. die seines Antiteilchen.
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2 Materie und elektrische Felder

In Abschnitt haben wir bereits untersucht, wie ein vorgegebenes elektrisches Feld Elektro-
nen in einer Braunschen Rohre ablenkt. Elektrische Felder beeinflussen aber nicht nur das Ver-
halten freier Ladungen sondern auch das gebundener Ladungen. So basiert das Funktionsprinzip
von Lautsprechern — oder ganz allgemein das von Aktoren — darauf, dass eine Spannungséande-
rung die Forménderung eines (piezoelektrischen) Materials bewirkt. Umgekehrt induziert die
Forménderung desselben Materials — und damit die Verschiebung von Ladungen — eine Span-
nung, was z.B. in Sensoren genutzt wird. In diesem Kapitel wollen wir diese Aspekte etwas
vertiefen und beschéftigen uns mit elektrischen Wechselwirkungen in der Materie aber auch
mit der Wechselwirkung zwischen elektrischen Feldern und Materie.

2.1 lonenkristalle

Der Zusammenhang ionischer Kristall, wie z.B. Kochsalz bzw. NaCl, erfolgt durch die elektro-
statische Wechselwirkung. Natrium ist in dem Salz einfach positiv geladen und Chlor einfach
negativ. Die Tonen versuchen sich nun so anzuordnen, dass sich die Na®™ Kationen (positive
geladene Tonen heilen Kationen) so gut es geht meiden und stattdessen die negativ geladenen
Cl™ Anionen als Nachbarn in einem Gitter haben. Umgekehrt wollen auch die C1~ sich ebenfalls
meiden und bevorzugen Na't als Nachbarn. Fiir andere Ionenkristalle gelten dieselben Uberle-
gungen, insbesondere fiir Salze aus einem Halogen und einem Alkalimetall. Im Folgenden wird
deshalb NaCl als Modellbeispiel fiir lonenkristalle verwendet.

WEeil sich Atome bei sehr kleinen Abstédnden abstofien, konnen sich selbst zwei entgegen
gesetzt geladene Ionen nicht beliebig nahe kommen. Diesen Sachverhalt hat der groBartige
amerikanische Trommler, Lebemann, Physiker und Nobelpreistriger Richard Feynman treffend
wiefolgt zusammen gefasst: If, in some cataclysm, all of scientific knowledge were to be destroy-
ed, and only one sentence passed on to the next generation of creatures, what statement would
contain the most information in the fewest words? I believe it is the atomic hypothesis that all
things are made of atoms - little particles that move around in perpetual motion, attracting each
other when they are a little distance apart, but repelling upon being squeezed into one another.
In that one sentence, you will see, there is an enormous amount of information about the world,
if Just a little imagination and thinking are applied.

Aber wie genau stoflen sich zwei Atome ab? Leider gibt es dazu kein allgemein giiltiges Gesetz.
Wir wissen nur, dass die Abstoflung bei kleinen Absténden schneller anwachsen muss als die
(attraktive) elektrische Wechselwirkung, sonst kédme es schlielich zur Fusion von C1~ und Na*.
Der Einfachheit halber nehmen wir nach Gustav Adolf Feodor Wilhelm Ludwig Mie (deutscher
Physiker, 1868-1957) fiir die Abstoung wie fiir die Anziehung eine PaarwechselwirkungB in
Form eines Potenzgesetzes an. Somit erhalten wir die gesamte potentielle Energie eines Ionen-

'Kristalle sind Festkorper mit streng periodisch fortgesetzter Struktur.
2Eine Paarwechselwirkung bezeichnet ein Potential zwischen zwei Punkten/Atomen, das nur vom Abstand
abh#ngt und nicht durch die Position weiterer Atome beeinflusst wird.

31



Paares als Funktion des Abstandes r zwischen zwei Ionen:

~ Whaar N QR

Voo =
por(7) nre deg T

(2.1)

Hierbei wurde der Vorfaktor 1/n im repulsiven Potential eingefiihrt, um spétere Rechnungen
zu vereinfachen. Es sei angemerkt, dass ohne die Division durch n, dem Parameter Wy, das
1 /n-fache seines jetztigen Wertes zugeordnet werden miisste. Die Normierung mit n dndert also
nichts an den FEigenschaften des Potentials.

Unter der Annahme, dass die Wechselwirkung zwischen Natrium und Chlor Ionen tatséchlich
durch das in Gleichung (2.1]) definierte Paarpotential gut beschrieben ist, wéren die Eigenschaf-
ten von Na™Cl~ Systemen durch entsprechende Summation iiber Paarpotentiale komplett be-
stimmt [ Fiir die Ladung Qn. kann die Elementarladung angenommen werden. Aber wie konnen
die verbliebenen Parameter Wy,c1 und n bestimmt bzw. geeicht werden? Dazu betrachten wir
als néchstes ein NaCl Ionenpaar.

2.1.1 Vorbetrachtung: Das NaCl lonenpaar

Unter der Annahme, dass die Wechselwirkung zwischen Natrium und Chlor Tonen tatséchlich
durch das in Gleichung (2.1]) definierte Paarpotential gut beschrieben ist, ergibt sich die Frage,
welche messbaren Grofen fiir ein NaCl Ionenpaar (IP) vorhergesagt werden kénnen. Im mecha-
nischen Gleichgewicht — und somit bei tiefen Temperaturen — wird das Ionenpaar versuchen,
seine potentielle Energie zu minimieren. Fiir den Gleichgewichtsabstand ay im Ionenpaar gilt
demzufolge, V!  (ag) = 0, und somit nach einer kleinen Zwischenrechnung

pot
2
Wrhaat 1 Qxa
ag dmeg ag

(2.2)

Die Potentialparameter sollten diese Gleichung erfiillen. Also ist bei Kenntnis von ay (fiir das
NaCl Ionenpaar) de-facto ein Parameter festgelegt. Benotigt wird also eine zweite Eigenschaft.

Prinzipiell bietet sich die Bindungsenergie E = —V,(ap) an, die sich durch Einsetzen der
Gleichung (2.2)) in Gleichung (2.1]) einfach zu
N\ 1@
Ep=(1-—-| ——/% 2.3
0 ( n) dmrey ag (2:3)

bestimmen lédsst. Die Verwendung von FEj zur Eichung der Repulsion ist allerdings aus zwei-
erlei Griinden keine gute Idee: Erstens ist Ej nicht sehr genau messbar. Zweitens héngt FEj
vorwiegend von der attraktiven Wechselwirkung ab, wird also durch den genauen Wert des
Exponenten n nur geringfiigig gedndert. Deshalb wiirde ein kleiner Fehler der Partialladung
auf Natrium zu einer grofien Anderung und damit groBem Fehler des Exponenten n fithren.

Es bietet sich daher an, den Parameter n aus der Kriimmung des Potentials £ = V] (ao)
zu bestimmen. Durch zweimaliges Ableiten von V.t (r) und erneute Auswertung der Glei-
chung (2.2) ergibt diese sich ndmlich nach ein, zwei Rechenschritten zu

1 Q.

—(n—1 .
r=n )47r50 ap

(2.4)

3 Tonische Systeme aus Halogenen und Alkali-Metallen sind nahezu die einzigen Systeme, deren Wechselwir-
kungen sich durch Paarwechselwirkungen recht genau beschreiben lassen. Fiir Edelgase wird dies zwar auch
gerne behauptet, was aber mit Ausnahme des schwer polarisierbaren Heliums nur bedingt stimmt.
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k stellt nichts weiteres da als eine effektive Federkonstante. Die Federkonstante eines einzelnen
Ionenpaars lédsst sich zwar nicht so ohne weiteres in einem mechanischen Experiment messen,
jedoch sind Schwingungsfrequenzen wy ionischer Molekiile mit Infrarotspektroskopie recht genau
zu bestimmen.

Fiir die Kreisfrequenz der Schwingung eines harmonischen Oszillators — und nichts anderes
ist das NaCl Ionenpaar, solange die Auslenkungen von der Gleichgewichtslage klein sind — gilt
geméf der klassischen Mechanik

wo = \/ K/ b, (2.5)

wobei p die letztes Semester eingefiihrte reduzierte Masse ist und x eine Federkonstante.

Hintergrund: Vielleicht erinnern Sie sich ja sogar daran, dass die Bewegungsgleichungen
von zwei Massepunkten m; und ms im Schwerpunktsystem pi = —VV (r) lautet, wobei fiir
die reduzierten Masse = my - mo/(my + msy) gilt. Bei kleinen Abweichungen des Abstandes
r aus seiner Gleichgewichtslage, kann das Potential durch eine Taylor Reihe zweiter Ord-
nung gut gendhert werden. Durch Vergleich der Ausdriicke der Energie des harmonischen
Ostzillators und der Taylor-Reihe eines Potentials um eine stabile Gleichgewichtslage, kann
man dann erkennen, dass eine Federkonstante nichts anderes ist als die Kriimmung eines
Potentials.

Ersetzen wir x in Gleichung (2.4]) mithilfe der Beziehung (2.5]) kann n unter Verwendung
experimenteller Werte, my, = 3,82 - 10720 kg, mcq; = 5,89 - 10720 kg, ao(NaCl — IP) = 2,36 A,
Kreisfrequenz wy(NaCl — IP) = 68,7 THz, zu

no= 14 4meg pnac Wy G5/ Qlac (2.6)
7,22

Q

bestimmt werden. Mit diesem Wissen kénnen nun auch die potentielle Energien beliebiger
Anordnungen — wie z.B. Kristalle — bestimmt werden.

Als ersten Test des Modells kann die Bindungsenergie des Ionenpaares mithilfe von Glei-
chung (23)) zu Ey = 5,27 eV bestimmt werden. Der experimentelle Wert liegt fiir die Dissozia-
tion in zwei lonen liegt bei Fy = 5,78 eV.

04 [ ‘

Mie Potential _
Mie Potential

5 L \ 12-
02 1 | >

6
1

0k

02 F |

Vpot (T)/Eu

04 | |
06 L

-0.8

1k

0.8 1 1.2 1i4 1.6 1.8 2
r/ag
Abb. 2.1: Potentielle V() je Molekiil als Funktion der Bindungsléange r fiir zwei verschiedene
Mie Potentiale V' (a) = ¢1/a™ —ca/a™. Sowohl Energien als auch Abstande sind auf die
Werte normiert, die Werte normiert, die sie am mechanischen Gleichgewicht anneh-
men. Die Kombination (n ~ 7, m = 1) ist représentativ fiir ionische Wechselwirkung
und (n = 12, m = 6) fiir Edelgasatome.
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Bevor wir uns periodischen Strukturen zuwenden, soll das Thema Paarpotentiale noch kurz
vertieft werden. Die Wechselwirkung zwischen Atomen mit abgeschlossenen Elektronenschalen
kann sehr grob durch das sogenannte Lennard-Jones Potential — ein Speziallfall eines Mie Po-
tentials — genidhert werden. Die Repulsion soll dabei mit 1/r!? abfallen und die attraktiven
Wechselwirkungen mit 1/r%, was dann ein sogenanntes 12-6 Mie-Potential darstellt. Normieren
wir die resultierenden Potentiale auf den Bindungsabstand und die Energien auf die Bindungs-
energie ergeben sich fiir 12-6 (Lennard Jones) und 7-1 (NaCl) wie in Abb. 2] dargestellt,
resultieren zwei sehr unterschiedliche Potentialkurven.

Aus dem eben erhaltenen Ergebnis konnen direkt Riickschliisse auf die Elastizitéit von Kris-
tallen gezogen werden. Eine kleine Potentialkriimmung bedeutet nédmlich, dass die Bindungen
— ausgedriickt in Einheiten der Bindungsenergie und der Bindungslénge — recht weich sind.
Im Umkehrschluss fithrt eine groffe Kriitmmung zu einer grofien Steifigkeit. In kovalent gebunde-
nen Festkorpern nimmt die Anziehung auch sehr schnell mit zunehmenden interatomaren Ab-
stand ab, gem&fl Morse passiert dies sogar exponentiell schnell. Deshalb ergibt sich, z.B. fiir die
Wechselwirkung zwischen Kohlenstoffatomen im Diamant, eine sehr grofie Potentialkriimmung.
Kochsalz ist also nicht viel einfacher komprimierbar als Diamant, weil die Wechselwirkungen in
NaCl so schwach sind. Stattdessen macht Kriimmung des Potentials den wesentlichen Unter-
schied aus. Fiir ionische Kristalle werden diese Betrachtungen im Folgenden quantitativ weiter
gefiihrt.

2.1.2 Der eindimensionale lonenkristall

Zunéchst beschrianken wir uns bei der Untersuchung der Eigenschaften ionischer Kristalle auf
eine rdumliche Dimension. Die in 1D durchgefithrten Rechnungen &ndern sich in héheren Di-
mensionen in vielerlei Hinsicht kaum, obgleich die Buchhaltung zur Auswertung der elektro-
statischen Wechselwirkung in D > 1 kompliziert wird. Gesucht ist in jedem Fall immer ein
Ausdruck fiir die Gesamtenergie eines Systems, weil sich daraus alles andere ableiten l&sst,
zumindest was mechanische Eigenschaften angeht.

Der allgemeine Ausdruck fiir VJ5f, auch in D > 1, lautet bei den im letzten Abschnitt
eingefiihrten Paarpotentialen

Wy 1 Qi
Vet = A a2y 2.8
pot ”Z>Z nry + dmey T (28)

Die Summe {iiber j erfolgt mit der Bedingung j > ¢, damit Bindungen nicht doppelt gezahlt

werden. Fiir periodische Systeme kann V;gg relativ leicht ausgewertet werden, da lediglich eine

Elementarzelle beriicksichtigt werden muss. Dies soll im néchsten Schritt fiir eindimensionales
NaCl getan werden. Die energetisch giinstigste Struktur in einer Dimension besteht offensicht-
lich, so wie in Abbildung gezeigt, aus sich abwechselnden Natrium und Chlorid Ionen.

R
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Abb. 2.2: Schematische Darstellung eines ionischen Kristalls in einer Dimension. Ladungen
alternieren, weil sich damit die potentielle Energie minimieren lasst.
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Zur Aufsummierung des Potentials in einer perfekt regulédren Struktur werden Repulsion und
Coulombwechselwirkung zunéchst separat betrachtet. Beginnen wir mit der Repulsion. Sie fallt
sehr schnell ab, in etwas proportional zu 1/r". Sprich die repulsive Wechselwirkung (WW) mit
den iiberndchsten Nachbarn macht in etwa nur das 1/128-fache der WW mit néchsten Nachbarn
aus. Da das Potential ohnehin eine Ndherung darstellt, vernachlissigen wir im Folgenden die
repulsiven WW mit iibernéchsten Nachbarn. In hoheren Dimensionen, in denen die iibernéchs-
ten Nachbarn bei z.B. v/2 aq statt bei 2 aq sitzen, sind die Korrekturen zwar etwas grofier, aber
noch immer unterhalb 10%. Deshalb werden wir diese Terme auch in héheren Dimensionen
vernachlassigen. Die Coulomb-WW fillt hingegen langsam ab. Es kann daher — vor allem in
D > 1 — nicht so leicht abgeschnitten werden. In der Tat konvergiert die Summe selbst in D = 1
nur deshalb, weil die Elementarzellen neutral sind und die Summanden alternierend sind.

Mit dem eben Gesagten lisst sich Gleichung (2.8) fiir ein Ton — egal ob Na* oder C1~ — ohne
viel Aufwand auswerten, insbesondere weil sich die Atome in einer Dimension leicht durch-
nummerieren lassen und sich damit die absoluten Positionen einfach zu r; = 79 + j - anac
bestimmen lassen und damit die Absténde zu 7;; = |i — j| anac1. Zur Berechnung der Energie je
Atom, kann die Wechselwirkungsenergie jedes Atompaars zur Hilfte einem Atom zugeordnet
werden. Alternativ kann die Wechselwirkung zwischen ¢ und j dem Atom mit dem kleineren
Index zugeschlagen werden. Damit erhilt man fiir die Energie je Ion — wieder egal ob Na*t oder
Cl™ — in der linearen Kette zu

2 X 1)+l
_WNaCI lQ 1 22( 1)

VUpot — — ; . 2.9
PP nal,g 2 4mep anac = ’ (29)
oM
Diese Gleichung schreiben wir nun so um, dass sie auch in D > 1 verwendbar ist:
Z Wi 2«
’Upot — NaCl Q M (210)

2 nag,e  8TEo aNaci

Hierbei steht Z fiir die Anzahl der nédchsten Nachbarn, wahrend ay; Madelung-Konstante
heifit. Sie gibt die Coulomb-Energie je Atom in einem Kristall an und zwar in Einheiten von
Q?/(8mega), wobei a der Abstand zweier niichster Tonen auf dem Gitter ist. Diese Energie-
einheit entspricht der Coulomb-Energie eines Molekiils je Atom. Der Vorteil der Schreibweise
des Potentials in Gleichung (2I0) gegeniiber Gleichung (2.9I), liegt darin, dass sie fiir auch fiir
hoherdimensionale Kristalle gilt.

Die lineare Kette ist einer der wenigen periodischen Strukturen, fiir die ein analytischer
Ausdruck fiir ay; angegeben werden kann. Dazu erinnern wir uns an die Reihenentwicklung des
Logarithmus:

n(l+2)=x—2%/2+2%/3 —a*/d4+ -+ —(—2)"/n+.... (2.11)

Wird oz = 1 gesetzt, entspricht diese Summe genau der halben Madelung Konstante in Glei-
chung (29)), sodass
av(D=1)=21n2. (2.12)

Mit diesem Wert kann nun der Gleichgewichtsabstand zweier Nachbarn und auch die effektive
Steifigkeit einer Kette berechnet werden. Dies ist aber eher eine Aufgabe fiir eine Ubung.
Stattdessen schreiten wir zur Behandlung von “echten”, also 3D Ionenkristallen voran.
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2.1.3 Der hoherdimensionale lonenkristall

Wie schon im vorherigen Abschnitt bemerkt, konnen hoherdimensionale Kristalle prinzipiell
genauso behandelt werden wie die eindimensionale Kette. Der einzige Unterschied besteht in den
numerischen Werten fiir Z und «y, die beide Funktionen des Kristallgitters sind. Fiir gegebene
Gitter sind Koordinationszahlen und damit Z recht einfach zu bestimmen. Die Berechnung
von ayy erweist sich jedoch in drei Dimensionen als schwierig, insbesondere deshalb, weil die
entsprechenden Summen {iiber die Coulomb-WW nur bedingt konvergieren, d.h., dass Obacht
bei der Reihenfolge der Aufsammation gegeben werden muss.

Fiir einfache Kristalle der Stéchiometrie MX kommen in drei Dimensionen neben der Koch-
salz (NaCl) Struktur auch die Caesiumchlorid (CsCl) Struktur sowie Zinkblende/Sphalerit (a-
ZnS) und Wurtzit (S-ZnS) in FrageH Die jeweiligen Madelung Konstanten wurden numerisch
zu o (NaCl) = 1,74756, ap(CsCl) ~ 1,76267, ay(a—7ZnS) ~ 1,633806 und ap(S—7ZnS) ~
1,64132 bestimt. Die Unterschiede zwischen Madelung Konstanten verschiedener Strukturen
ist so klein, dass wir zur Beantwortung der Frage, welche Struktur die energetisch giinstigs-
te ist, die WW mit {ibernéchsten Nachbarn fiir manche Kristalle doch nicht vernachléssigen
diirfen. Fiir semi-quantitative Betrachtungen fahren wir mit dieser Ndherung dennoch fort und
zwar weiterhin im Rahmen von NaCl.

Den Wert fiir Wy, werden wir weiterhin aus der Eichung mit dem lonenpaar verwenden.
Mit ihm kann durch geschicktes Ausklammern die potentielle Energie eines Kristalls (K) je
Atom als Funktion der Bindungslange a wiefolgt ausgedriickt werden

o(a) = L @ (§ {ao(IP)}" . “OSP)), (2.13)

~ 8eo ao(IP) \ n a

Wie zuvor kann die optimale Bindungsliange a¢(K) dadurch berechnet werden, dass die Ablei-
tung der potentiellen Energie nach a verschwindet. Diese Forderung fiihrt recht zwanglos zu
der Bedingung

7\ V-1
) . (2.14)

ao(K) = ao(IP) (—

aMm
fiir die Gleichgewichts-Bindungsldnge im Kristall. Die Vorhersage unseres Modells ist also ein

langsames (fiir grofle Werte von n ein fast nur logarithmisches) Anwachsen der Bindungslange
mit der Koordinationszahl.

Als Zahlenwert ergibt sich in der vorliegenden Fallstudie fiir NaCl in der NaCl Struktur
mit Z = 6 und n =~ 7,22 das Verhiltnis ag(K)/ao(IP) ~ 1,22, sodass ao(K) ~ 2,88 A. Der
experimentelle Wert liegt bei 2,82 A, was im Rahmen des recht simplen Modellansatzes ein
durchaus zufrieden stellendes Ergebnis ist.

Aus materialwissenschaflicher Sicht ist auch die Kenntnis des Kompressionsmoduls K von

Interesse. Er gibt an, wie stark sich Materie einer isotropen Volumenénderung widersetzt. De-
finiert werden kann er im mechanischen Gleichgewicht bei externem Druck p = 0 als

2
0 Upot

K = e ;
TV oy,

(2.15)

siehe auch den Hintergrund-Einschub am Ende dieses Abschnitts. In der Definition von K
ist Voq das Volumen einer Referenzstoffmenge im mechanischen Gleichgewicht und v, die in
dieser Referenzstoffmenge enthaltenene Energie. Die Referenzstoffmenge kann aus traditionellen

4Falls Sie mit den Strukturen nicht vertraut sind, siche Wikipedia.

36



Griinden ein Mol sein, was aber vollig willkiirlich ist. Sinnvoller ist hier die Normierung auf
ein Atom. In der NaCl Struktur nimmt ein Atom genau das Volumen V = a® ein, sodass
dV = 3a?da ist. In anderen Strukturen muss in der Regel dem Differential ein dimensionsloser
Vorfaktor hinzugefiigt werden. Also lautet die zweite Ableitung der potentiellen Energie nach
dem Volumen fiir NaCl

d2vp0t d 1 d’UpOt
= — | = 2.16
dav? dV \3a?> da (2.16)
1 dz’Upot dvpot d 1
= = 2.17
9a* da? da dV 3a? (2.17)
——
=0 fllI‘ a=ag
wobei ag hier die Gleichgewichts-Bindungsldnge im Kristall ist. Somit gilt fiir K
1 [(d*v
K= pot . 2.18
9ag < da? )a:ao (2.18)
Fiir das in diesem Kapitel verwendete Potential ergibt sich v}, {ao(K)} schlieflich zu

v {ao(K)} = #50 &%Q(II“;,) (Z (n+1) {‘;Z((I;)} — 2 {2%13} ) L (2.19)

Auch hier stimmt die Vorhersage des Modells fiir NaCl, ndmlich K = 24,6 GPa, mit dem
experimentellen Wert von K = 24,0 sehr gut iiberein.

Insgesamt sind dies bemerkenswerte Ergebnisse. Es wurden Daten iiber ein Molekiil in ein
Modell bzw. eine Theorie gefiittert. Diese konnte recht verniinftige Vorhersagen fiir die Ande-
rungen der Bindungsldnge durch Kristallisation sowie den Kompressionsmodul des Kristalls
treffen. Prinzipiell wire es auch moglich gewesen (grob) zu argumentieren, warum NaCl die
NaCl Struktur und nicht die CsCl oder eine ZnS Struktur annimmt. Sogar der Schubmodul
kann in der Theorie recht genau berechnet. Zudem konnten wir interessante Einsichten ge-
winnen: Bindungsenergien sind vor allem durch die attraktiven Wechselwirkungen bestimmt,
elastische Module jedoch eher von der Repulsion. Diese Betrachtungen gehen somit sehr viel
weiter als die iiblichen Argumente, die Ionenradien und Packungsdichte-Argumente verwenden,
um die verschiedenen Kristallstrukturen von Salze zu erkléaren. Die lonenradien werden némlich
aus Kristall- und Molekiilstrukturen abgeleitet, nur um dann wieder das zu reproduzieren, was
in die Konstruktion des Modells eingegangen ist.

Hintergrund: In der Thermodynamik stellt sich das atomare Volumen V' so ein, dass die
freie Enthalpie G minimiert wird. Bei sehr kleinen Temperaturen (7" — 0), ist G’ durch

G = N(vpot +pV)

definiert, wobei N die Anzahl der Atome ist und v, die potentielle Energie je Atom. Aus
0G/0V = 0 ergibt sich die sogenannte Zustandsgleichung

_ 9ot

p(V) = ETaR

Der Kompressionsmodul K — das Inverse der Kompressibilitdt — besagt wiederum, wie stark
der Druck in einer Substanz mit einer relativen Volumenzunahme abnimmt, also

K:— @:V82Up0t

ov vz
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2.2 Der elektrische Dipol

Atome und Elektronen lagern sich unter normalen Bedingungen — was auch immer das im
Detail sein mag — meist so an, dass lokal Ladungsneutralitit besteht. Das vielleicht bekannteste
Beispiel ist das Wassermolekiil. Selbst in Wasserdampf schweben quasi keine freien OH™ oder
(H30)* Ionen herum sondern fast ausschlieBlich gebundenes HyO. Bei Zimmertemperatur liegt
in destilliertem Wasser (pH=7) nur jedes 10~"-te Molekiil als (H30)" vor. Dennoch erzeugen
auch neutrale Ladungsanordnungen ein elektrisches Feld. Wird die Anordung der Ladungen
durch ein von auflen angebrachtes elektrisches Feld verdndert, verteilen sich die Ladungsen im
Raum unter Umstdnden um. Sprich durch ein von externen Ladungen erzeugtes elektrisches
Feld werden unsere Wassermolekiile neu orientiert, was wiederum auch das elektrische Feld in
der Néhe der Molekiile verandert. Dieser Sachverhalt soll in diesem Kapitel beschrieben werden.

2.2.1 Elektrisches Potenzial und Feld eines statischen Dipols

Zunachst beschéftigen wir uns mit isolierten, starren Ladungsverteilungen und der Frage, wel-
che Felder sie erzeugen und wie sie auf von externen Ladungen vorgegebene Felder reagieren.
Wir betrachten eine Ladungsverteilung wie in Abb. gezeigt. Kénnen wir etwas iiber das
elektrische Feld sagen, das die Ladungen ¢; am Orte r; an einer weit entfernten Stelle erzeu-
gen? Um diese Frage zu beantworten, wenden wir zwei Konzepte an, die wir bisher gelernt
haben: Zunéchst summieren wir die Wirkungen — in diesem Fall Potenziale — der individuellen
Ladungen auf und dann entwickeln wir nach kleinen Parametern.

YA Abb. 2.3:  Schematische Darstellung einer
neutralen Ladungsverteilung. Eine
Testladung befinde sich am Ort R
in grofler Entfernung von der ei-
gentlichen Ladungsverteilung.

Im Detail: Das elektrische Potenzial an einem beliebigen Punkt R im Raum ist

1 4d;
dR) = . 2.20
( ) 477'6();|R—I'Z‘| ( )

Wenn wir die Ladungsverteilung in die Ndhe des Ursprungs legelﬁ7 kénnen wir r; als kleinen
Parameter betrachten. Wie bereits schon hiufiger geschehen, kénnen wir Funktionen in eine
Taylor-Reihe entwickeln. Entwickeln wir so, dass nur die Terme erster Ordnung mitgenommen

5Die Wahl des am besten geeigneten Koordinatenursprungs ist nicht ganz trivial, da er von Multipolen héherer
Ordnung bestimmt wird. Als nullte Ndherung eignet sich aber oft der Massenschwerpunkt der Verteilung.
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werden, erhalten wir:

1 1
’R—I‘i‘ R2—2ri-R
1 1
R\/1-2r;-R/R?

1 I'i'R
10 9.91
R<+ R2> (2.21)

Diesen Ausdruck setzen wir in Gleichung (2.20)) ein und ziehen alle Ausdriicke, die nicht vom
Index ¢ abhéngen, aus der jeweiligen Summe heraus:

Q

Q

1 R
\Zv_/ i\,_/
:Qges_)o =p

Bei einer neutralen Ladungsverteilung verschwindet der erste Summand, der zweite in aller
Regel aber nicht. Der zweite Summand erhélt bzw. behélt den Namen Dipol, selbst wenn die
Summe iiber mehr als zwei Punktladungen geht:

Er héngt nur von der Ladungsverteilung ab und bleibt bei Ladungsneutralitét konstant, wenn
wir das Koordinatensystem — ohne es zu rotieren — verschieben. Da der Dipol ein Vektor ist,
besitzt er einen Betrag und eine Richtung. Die S.I. Einheit des Dipols ist [p] = C - m bzw. in
Grundeinheiten A -m-s. Aus historischen Griinden wird der Dipol aber auch heute (leider noch
fast immer) in Debye angegeben.

[p] = 1D = 3,33564 - 107°°C - m = 0,2082¢ - A.

Das Dipolmoment eines isolierten HoO Molekiils ist p &~ 1,8 D und das eines NaCl Molekiils
ist pnac1 = 8,5 D. Molekiile mit Inversionssymmetrie, wie z.B. CO, mit seinem Bindungswinkel
von 180°, haben kein endliches Dipolmoment.

In fithrender Ordnung, also der eines Dipols, kénnen wir — dank des bisher oben Gerechneten
— das elektrische Potenzial der Ladungsverteilung wiefolgt ndhern

1 R-p

o4(R) = Irey B3 (2.24)
1 p-cosa
= 2.2
47T€0 R? ’ ( 5)

solange das Koordinatensystem in oder in der Ndhe des Schwerpunktes der Ladungsverteilung
liegt. Hierbei ist a der Winkel zwischen p und R.

Wie bekommen wir nun das elektrische Feld des Dipols? FE, ist die negative Ableitung von
®(R) nach der x-Komponente von R = (X, Y, Z). Dazu betrachten wir

0 R-p D 0 1
0X R3 Kette:nregel ﬁ +Ranﬁ
~—

_ 3 OR

RrY 0X
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Diesen Ausdruck verwenden wir — zusammen mit OR/0X = X/R (siehe Ubungen) — zur Dar-
stellung der xz-Komponente des elektrischen Feldes

5 _ L (3R-pX p
th—4’71'60 R5 R3 '

Fir F, und E, gelten natiirlich Ausdriicke, in denen alle  Indizes jeweils durch y bzw. z
ersetzen werden. Somit gilt fiir die Vektoren

1 3(R-pR—R*'p

E—
47T€0 R5

(2.26)

Information: Meistens sitzen Dipole nicht im Ursprung sondern an einer beliebigen Koor-
dinate R, im Raum. Um diesem Sachverhalt Rechnung zu tragen, muss in allen bisherigen
Formel in diesem Abschnitt R durch R — R, ersetzt werden.

Das Feld eines Dipols spielt in vielerlei Hinsicht eine wichtige Rolle: So sind die Eigenschaften
von polaren Medien — wie Wasser — mafigeblich von den molekularen Dipolen bestimmt. Zudem
basiert ein Grofiteil unserer Telekommunikation auf elektromagnetischen Wellen, die ein zeit-
abhéangiger Dipol — bzw. eine Sendeatenne — abstrahlt. Zeitabhingige Dipolfelder haben — zum
Gliick — eine andere R-Abhéngigkeit als statische Dipole aber eine dhnliche Winkelabhéngigkeit.

Kurz vor Abschluss dieses Kapitels sei daran erinnert, dass wir zur Berechnung von Dipo-
len kontinuierlicher Ladungsverteilungen, wieder die Summe iiber diskrete Ladugungen durch
Integrale ersetzen miissen:

Z%‘Fi — ZAVZp(ri) r; — /de(r)r.
‘ ‘ qi

Dazu aber mehr in den Ubungen.

Wenn auch der Dipol einer Ladungsverteilung verschwindet — wie in unserem COy Molekiil,
aber auch in Ny oder Oy — dann wére der erste (potenziell) nicht verschwindene Teil einer
Potenzial-Entwicklung der Quadrupol, den wir aber in dieser Vorlesung nicht weiter vertiefen
wollen. Potenzial und Feld eines Quadrupols fallen im Vergleich zum Dipol wiederum mit einer
um eins erhohten Potenz des Abstandes R ab.

Zusatzwissen: Ein einfacher Quadropol setzt sich aus zwei Dipolen zusammen, deren Betrag
gleich grof} ist, deren Orientierung aber genau entgegengesetzt ist. Das Potenzial und das
Feld eines Quadropols kann bei groffen Abstéinden durch eine Taylorreihe bestimmt werden,
die aber (systematisch) eine Ordnung hoher sein muss als beim Dipol.

2.2.2 Statischer Dipol im elektrischen Feld

Wir betrachten wieder eine neutrale Ladungsverteilung wie in Abbildung 2.3] dargestellt. Dies-
mal interessieren wir uns aber fiir die Frage, wie grofl ihre potenzielle Energie in einem von
externen Ladungen erzeugten Potenzial ®(r) ist. Die Summe aller Einzelbeitriage ergibt

Voot = Z ;P (r;). (2.27)

40



Wenn sich ®(r) nur schwach {iber den Bereich der Ladungsverteilung &ndert, konnen wir das
externe Potenzial durch eine Potenzreihe

O(r) ~ P(rg)+ VO(r), - (r —ro)
— B(rg) — E(rp) - (r — 1) (2.28)

am Ort ro der Ladungsverteilung annidhern. In Gleichung (2.27)) einsetzen fiihrt zu

Voot =~ @(ro) ZQZ' — E(ry) - ZQZ' (r; — ro)
—— .

—E(ro)fp i (2.29)
= —FE(rg)-p-cosv. (2.30)

Gleichung (2.30) besagt dass — in der gegebenen Ndherung eines konstanten elektrischen Feldes
— die potenzielle Energie des Dipols nur vom Betrag und seiner relativen Orientierung zum
E-Feld abhé&ngt — aber nicht von ry. Das wiederum bedeutet fiir starre Dipole wie ein H,O
Molekiil: Ein konstantes E-Feld iibt keine Kraft auf den Masseschwerpunkt eines
Dipols aus sondern nur ein Drehmoment My = —0V,,,;/09. Sprich, der Dipol &ndert seine
Energie unter einer Rotation aber nicht unter einer Translation. Hatten wir die Entwicklung des
Potenzials eine Ordnung weiter gefiihrt, hatten wir gesehen, dass der Dipol eine Beschleunigung
proportional zum Gradienten des elektrischen Feldes (nicht mehr ein Vektor sondern ein Tensor
2. Stufe) erfdhrt.

2.2.3 Wechselwirkung von Dipolen mit Ladungen und anderen Dipolen

Um die Wechselwirkung zwischen einem Dipol p am Ort R; und einer Ladung ¢ am Ort R
zu berechnen, kann der Dipol in das elektrische Feld der Ladung gesetzt werden oder aber
die Ladung in das Potenzial des Dipols. Jedes Mal sollte dieselbe potentielle Energie erhalten
werden. Dieses entspricht der Wechselwirkungsenergie zwischen Dipol und Punktladung. Da
dies eine exzellente Ubung ist, soll sie als Hausaufgabe gelést werden.

Wird ein (statischer) Dipol p; am Ort R, in das Feld eines zweiten (statischen) Dipols py
gesetzt — letzterer befindet sich am Ort Ry, — dann erhélt man durch Einsetzen des Ausdruckes
fiir das Feld eines Dipols — also Gleichung 2.26 — in Gleichung[2.29] die Wechselwirkungsenergie.
Schritt fiir Schritt liest sich dies:

%ot = — E(Rl) ‘P1 (231)

von po erzeugt

1 3-(Rys - (R - — R2.. .
_ ( 12 Pl) ( 12 5P2) 12 (Pl PQ)’ (2‘32)
wobei Rjs = R; — Ry. Wir sehen, dass der Ausdruck bei Vertauschung der Indizes unverdndert
bleibt. Dies ist recht beruhigend, denn das Ergebnis darf nicht davon abhéngen, welcher der

Dipole welchen Index bekommt.

2.2.4 Starre Dipole unter thermischem Rauschen

Wird SS 2018 nicht unterrichtet. Dipole sind in der Regel nicht nur einem externen Feld
ausgesetzt sondern auch stochastischen oder thermischen Stéfen. Diese wirken der systemati-
schen Orientierung der (permanenten) Dipole parallel zum E Feld entgegen. Wie wahrscheinlich
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ist nun eine Orientierung 1 relativ zu E im thermischen Gleichgewicht und wie grof ist die zu
E parallele Komponente des Dipols im Mittel? Zur Beantwortung dieser Frage verwenden wir
die barometrische Hohenformel. Sie besagt, dass ein Zustand mit einer Wahrscheinlichkeit bzw.
Wahrscheinlichkeitsdichte proportional zu

Pr(Viot) o e~ Veot/kBT

auftritt, wobei V,,o; die (potenzielle) Energie des Zustands ist, kp die Boltzmann Konstante und
T die Temperatur. Im nun Folgenden wéhlen wir das Koordinatensystem so, dass E parallel zur
z-Achse liegt. Der Erwartungswert des Dipols ergibt sich nun dadurch, dass jede Orientierung
mit seiner Wahrscheinlichkeit gewichtet wird, also

Zalle Orientierungenp -cos ¥ - Pr[‘/lﬁ)o‘ﬁ (19)]
Ealle Orientierungen Pr[VPOt (19)]
f_+11 dcosv fo% do p-cost) - efpeosd/ksT

f_+11 dcos? fo%r dp eBpcosd/kpT

(p2) =

(2.33)

Die Berechnung der Integrale ist etwas weniger wild as es zunéichst den Anschein hat. Das

Ergebnis lautet
1 kgT

L) /p = — ) 2.34
PP = G BjReT) B (2:34)
Fiir kleine Temperaturen bzw. sehr grofie E-Felder geht der hyperbolische Tangens gegen eins
und somit (p,) — p. Sprich, bei kleinen Temperaturen oder grofien E-Feldern richten sich die
Dipole komplett aus. Bei groflen Temperaturen oder kleinen E-Feldern geht der hyperbolische
Tangens gegen p - F/kgT, sodass (p.) — 0 oder genauer (p,) o< E/kgT. Was ist nun fiir ein
isoliertes Wassermolekiil ein charakteristisches E-Feld E., das weder grof§ noch klein ist? Dies
ist natiirlich ein E-Feld, fiir das der hyperbolische Tangens weder in dem einen noch in dem

anderen Limes asymptotisch gendhert werden kann, also bei p - E./kgT ~ 1 bzw. bei

 ksT
o

E.

Fiir isolierte oder auch sehr verdiinnt vorliegende Wassermolekiile erhélt man als Zahlenwert
in etwa E. = 0.7GV/m.

08 B

0.6 | ,

<plp

0.4 B

02 B

Abb. 2.4: Mittlere z-Komponente eines Dipols (p.) in Einheiten des Gesamtdipols als Funkti-
on des elektrischen Feldes E, welches in Einheiten des charakteristischen Feldes FE.
ausgedriickt ist.
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Wenn wir die Grenze zwischen ausgerichteten und nicht-ausgerichteten Dipolen bei (p.) = p/2
ziehen, so konnen wir der Abbildung [2.4] entnehmen, dass sie bei Feldern F ~ 1,8, liegt. Eine
simple Einheitenanalyse hat also mal wieder bis auf einen Faktor der Ordnung eins die richtige
Antwort gegeben! Abbildung [2.4] kénnen wir auch entnehmen, dass “kleine” elektrische Felder
in Wasserdampf (so man 10® V/m als klein bezeichnen méchte, 0,1 V/nm klingt vielleicht schon
etwas besser) einen mittleren Dipol induzieren, der proportional zum angelegten elektrischen
Feld ist. Den Proportionalitdtsfaktor erhdlt man durch die Entwicklung von Gleichung (2:34))
nach kleinen Werten von p - E/kgT.

2.2.5 Induzierte Dipole

Alle Atome und viele Molekiile haben keinen permanenten Dipol. Allerdings verschieben sich
ihre Elektronenschalen im elektrischen Feld gegen die Kerne so, dass ein Dipol entsteht. Ahnli-
ches gilt natiirlich auch fiir ionische Kristalle, in denen ein elektrisches Feld eine Verschiebung
des Untergitters der Kationen gegen das der Anionen bewirkt, was auch zu einem Dipol fiihrt.
Die durch das elektrische Feld induzierte Polarisierung in einem Atom ist in Abbildung
dargestellt.

Abb. 2.5: Schematische Darstellung der Ladungsverschiebung eines induzierten Dipols sowie
der induzierten elektrischen Felder. In der linken Abbildung sitzt der positiv geladene
Kern im Schwerpunkt der Elektronenschale. In einem externen elektrischen Feld wird
innerhalb des Atoms die Elektronenhiille gegen den Kern verschoben. Dies fiihrt zu
einem induzierten Feld, das dem externen Feld im Atom entgegenwirkt aber auflerhalb
im Mittel das externe Feld verstérkt.

Nehmen wir an, dass die Verschiebung der Elektronenschale um Az eine Energie quadratisch
in der Auslenkung bewirkt i Damit lautet die potenzielle Energie

k
Voo (Az, E.) = VO 4 307 —q- Az E.. (2.35)

pot

Die Auslenkung der Elektronenschale minimiert die Energie, sodass 0V, (Az, E,)/0Az = 0
und damit

p. = qAz
= —F,. (2.36)

6Fiir freie Atome kann die Energie nur eine gerade Funktion in Az sein, da sie spiegelsymmetrisch sind. Nun
entwickeln wir die Energie in eine Potenzreihe und bis zum ersten nicht-konstanten Term.
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Da diese Rechnung fiir beliebig orientierte elektrische Felder gilt, kann die letzte Gleichung (fiir
ein Atom in isotroper Umgebung) auch als Vektorgleichung geschrieben werden

p =aE, (2.37)

wobei die Polarisierbarkeit
a=q/k (2.38)

eingefiihrt und als Skalar angenommen wird[] Wir sehen, dass die Polarisierbarkeit quadratisch
in der Ladung ¢ ist. Also lésst sich einer Messung der Polarisierung nicht entnehmen, ob es sich
um Materie oder Antimaterie handelt! Zudem konnen wir feststellen, dass der Energiegewinn
eines (linear) induzierbaren Dipols nur halb so grof} ist wie der eines statischen Dipols (bei
T =0 K), also

k
AVior = EAZQ —q-Az-F,
= —q-Az-FE,/2. (2.39)

Richtig interessant ist aber die folgende Beobachtung, die wir in Abbildung 2.5 machen kénnen.
Die Verschiebung der Elektronen gegen die Kerne ist dergestalt, dass im Inneren des Atoms —
was auch immer das Innere eines Atoms sein mag — die induzierten elektrischen Felder dem ex-
ternen elektrischen Feld entgegenwirken. Da das Feld einer Punktladung keine Vorzugsrichtung
hat und somit sein verursachtes elektrische Feld (als Vektor gemittelt) iber den gesamten Raum
gemittelt gleich null sein muss, bedeutet dies im Umkehrschluss: Die induzierte Polarisie-
rung eines Atoms bewirkt im Mittel eine Verstirkung des durch externe Ladungen
bedingte elektrische Feld auBlerhalb des Atoms. Ahnliche Bemerkungen gelten fiir die
Ausrichtung von Molekiilen mit permanentem Dipol gegen das thermische Rauschen. Wenn nun
aber die Polarisierung eines Atoms — oder die mittlere Ausrichtung permanenter Dipole — das
elektrische Feld verstédrkt, nimmt die Polarisierung der Materie weiter zu, was wiederum das
elektrische Feld verstiarkt, was wiederum die Polarisierung verstéarkt, was wiederum das elek-
trische Feld verstirkt, was wiederum und so weiter und so fort. Sie fragen sich nun bestimmt:
Wo soll das Ganze hinfithren? Kommt es nicht zur Katastrophe? Dieser Frage werden wir als
néchstes nachgehen.

7 Hitten wir Polarisierbarkeit von Atomen in einem Molekiil oder Kristall “niederer Symmetrie” betrachtet,
so hdtten wir a als Matrix, oder genauer gesagt, als einen Tensor 2. Stufe einfiihren miissen, weil die Pola-
risierbarkeit richtungsabhingig wire. Fiir Tensoren zweiter Stufe sind sowohl kubische als auch tetragonale
Symmetrien aber de-facto isotrop.
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2.3 Dielektrika

Ein Dielektrikum (Plural: Dielektrika) ist eine Substanz ohne (eine signifikante Anzahl) freier
Ladungstriager. Es kann ein Gas, eine Fliissigkeit oder auch ein Festkorper sein. Als Beispiele
seien Luft, Wasser und NaCl sowie SiOy genannt. Obwohl in den beiden letzten Beispielen Ionen
vorkommen, sind diese nicht frei beweglich sondern durch starke Wechselwirkungen zum Ver-
bleib in der Néhe ihrer Gitterplétze gezwungen; zumindest solange extern angelegten elektrische
Felder nicht extrem grof sind. Ein kleines elektrisches Feld bewirkt somit lediglich die Verschie-
bung des Untergitters der Kationen (z.B. Na™) gegen das der Anionen (C17). In einfachen Gasen
bewirkt das elektrische Feld hingegen, wie in Kapitel diskutiert, die Verschiebung der Elek-
tronenhiille gegen die Kerne. Wie im letzten Absatz des Kapitel beschrieben, bewirkt die
Polarisierung eines Molekiils, dass das von anderen Molekiilen wahrgenommene Feld wichst
und es somit zu einer Riickkopplung zum urspriinglichen Molekiil kommt. Diesen Sachverhalt
beschreiben wir nun qualitativ. Fiir die lokale Polarisierung nehmen wir zunéchst einen linearen

Zusammenhang an, also
Pind = @ - Eioc, (2.40)

wobei das lokale Feld am Ort eines induzierbaren Dipols durch die Uberlagerung des urspriing-
lichen externen und des induzierten Feld

Eloc = Eext + Eind (241)

gegeben ist. Nun wissen wir, dass das induzierte Feld Ej,q linear mit dem Dipol anwichst.
Diesem Sachverhalt tragen wir mit der Gleichung

Einq = K - Pind (2.42)

Rechnung, wobei x ausdriickt, wie stark im Mittel ein Dipol an das elektrische Feld koppelt. Der
Proportionalitatsfaktor x hingt von der Dichte des Gases oder der Struktur eines Festkorpers
ab. Seine Berechnung ist nicht ganz einfach aber nicht unmoglich. Nun kénnen wir aus Glei-
chung (241]) das lokale Feld eliminieren und erhalten

1
apind - Eext + K - Pind- (243)

Letzte Gleichung kénnen wir wiederum nach pi,q auflésen und erhalten folgenden Zusammen-
hang zwischen induziertem Dipol und dem durch externe Ladungen erzeugtes Feld

1 -1
Pind = (— - ff) * Eext. (2.44)
a

Sprich, das induzierte Dipolmoment in unserem Gas wéchst bei endlicher Riickkopplung
schneller an als bei isolierten Gasmolekiilen. Ist x sogar grofer als 1/a, kommt es zur Pola-
risationskatastrophe. In anderen Worten, eine kleine Fluktuation eines Dipols wéchst dann so
stark an, dass sich spontan ein makroskopischer Dipol bildet. Den eben beschriebenen Riick-
kopplungsmechanismus kann man in etwa mit der akustischen Riickkopplung vergleichen, die
langhaarige (60er—80er Jahre) oder tétowierte (90er—10er Jahre) Gittaristen mit grofer Freude
ihrem begeisterungsfahigen Publikum vorfithren. Im iibertragenen Sinne erhéhen die Gittaristen
den Wert von & iiber den von 1/«, wenn sie ihre Gitarre unterhalb eines kritischen Abstandes
vor den Verstérker halten. Unsere kleine Theorie gilt offensichtlich nur fiir £ < 1/c, denn ein
Dipol mit einer dem lokalen E-Feld entgegengerichteter Orientierung ist sinnlos wie ein Le-
ben ohne Mops. Um den Fall k > 1/a zu beschreiben, miissten wir die Gleichung (2.43) um

45



nicht-lineare Terme erweitern, also z.B. um Riickstellkréfte, die mit der dritten Potenz der Aus-
lenkung bzw. des Dipols anwachsen. Die entsprechende Rechnung hier durchzufiihren sprengt
zwar nicht den intellektuellen aber leider den zeitlichen Rahmen der Vorlesung. Deshalb wird
es dazu eine Ubungsaufgabe geben. Das Ergebnis wire jedoch, dass es stabile Zustinde mit
endlichem Dipol geben kann, selbst wenn der Proportionalitéitsfaktor (1/a — k) negativ ist.

Ob die kleine Fluktuation, die im Falle einer grolen Riickkopplung einen grofien Dipol indu-
ziert, ein positives oder negatives Vorzeichen hat, ldsst sich in aller Regel schlecht vorhersagen.
Die Richtung des sich einstellenden Dipols kann deshalb genauso gut in positive wie in negative
x-Richtung zeigen. Der Zufall spielt die entscheidende Rolle, wie bei einem Ball, den man genau
auf die Spitze eines Berggrats legt und der irgendwann quasi zufillig in das eine oder in das
andere Tal rollt. Man spricht dann von einem spontanem Symmetriebruch.

Materialien, die einen elektrischen Dipol in eine scheinbar zufillige aber zeitlich konstante
Raumrichtung aufweisen, heifien Ferroelektrika. Sie sind quasi das elektrische Aquivalent zu
den sehr viel bekannteren Ferromagneten. Ferroelektrika konnen — wie gewochnliche Magneten
auch — durch hinreichend grofie Felder umpolarisiert werden. Ferroelektrika werden in freier
Wildbahn im Gegensatz zu Ferromagneten jedoch nicht direkt beobachtet. Das liegt daran, dass
freie Ionen in Luft vorliegen, die sich auf der Oberflache anlagern. Die freien positiven Ladungen
gehen zum negativen Ende des Ferroelektrikums und umgekehrt. So wird dem Ferroelektrikum
eine Tarnkappe zu verpasst. Eine entsprechende Entmagnetisierung von Magneten findet nicht
statt, weil es keine magnetische Monopole und noch viel weniger freie magnetischen Monopole
gibt. Weil freie Ladungen die Felder von Ferroelektrika verstecken, finden sie vorwiegend in
integrierten Schaltungen technische Anwendung bzw. in anderen Bauelementen, in denen sie
vor freien Ionen hermitisch abgeschirmt sind. Trotz ihres Namens enthalten Ferroelektrika kein
Eisen. Der Name Ferro motiviert sich aus der formalen Analogie zu Ferromagneten.

2.4 Polarisation und dielektrische Permittivitat

In Kapitel haben wir gelernt, dass ein externes elektrisches Feld Dipole in einem Dielektri-
kum induziert. Aus makroskopischer Sicht ist es dabei nicht von Interesse, wie grof§ die Dipole
einzelner Molekiile sind, sondern wie grofl der gesamte Dipol je Volumenelement ist. Die ent-
sprechende Grofle heifit Polarisation und kann als Dipoldichte geméss

P(r) = % >_pi (2.45)

definiert werden. Gleichzeitig wird das “makroskopische” elektrische Feld als das iiber die Um-
gebung von r iiber ein endliches Volumen V' gemittelte mikroskopische Feld

E(r) = l/ AV Emikro(r) (2.46)
Vv
definiert. Dieses makroskopische Feld ist nicht mit dem lokalen elektrischen Feld zu verwechseln,
das z.B. ein Dipol im Feld der anderen sieht, denn das makroskopische Feld beinhaltet das
“innere” Feld des besagten Dipols, welches dem lokalen Feld entgegengesetzt ist. Werten wir
den Mittelwert in einem dielektrischen Medium aus, ist der Mittelwert deshalb kleiner als das
Feld, das man ohne dielektrisches Medium hétte. Weil die Theorie zum Elektromagnetismus zu
Zeiten entwickelt wurde, als die atomare Struktur der Materie noch nicht bekannt war, versteht
man im klassischen Elektromagnetismus unter dem Begriff elektrisches Feld (fast) immer das
gemittelte und nicht das mikroskopische Feld.
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Bei “gewohnlichen” Dielektrika — also solchen, die z.B. weder ferro- noch piezoelektrisch
sind — gibt es bei kleinen Feldern einen linearen Zusammenhang zwischen E und P, den man
meist wiefolgt ausdriickt:

P=(e,—1)-¢-E. (2.47)

Dabei heifit die stoffabhéngige Grofle e, relative Permittivitit oder auch Permittivititszahl. Das
Produkt e, - gy heifit Permittivitit. Je grofler e, desto grofler ist die induzierte Dipoldichte
bei gegebenem anliegenden Feld. Eine hohe Dichte an leicht zu orientierenden, permanenten
Dipolen (Wasser) sowie an schwach gebundenen Ladungstrigern — seien es Elektronen oder
Ionen — fiithren also zu einer hohen Polarisierbarkeit bzw. zu einr grofien relativen Permittivitat.
Die Permittivitédtszahlen einiger Materialien sind in Tabelle 2.1] zusammengefasst.

Vakuum 1 nichts Polarisierbares vorhanden

trockene Luft 1,00054 | geringe Dichte an schwer induzierbaren Dipolen

Teflon 2.1 sehr steife Bindungen der F1~

Polyethylen 2,5 kleine Partialladungen, aber Polarisierbarkeit grofler als in Teflon
Diamant 8 relativ dicht, mittelgrole Bandliicke

Germanium 16 kleinere Bandliicke als Diamant

Wasser 80 leicht polarisierbare, permanente Dipole

SrTiO3 330 Quantenfluktuationen unterdriicken ferroelektrische Phase
Elektrolyte 00

Metalle 00

Tabelle 2.1: Relative Permittivitdten ausgewihlter Materialien. Die Zahlenwerte sind insbe-
sondere bei groflen Werten von €, meist stark von der Temperatur und auch dem
Druck abhéngig.

Die Berechnung von €, aus mikroskopischen Prinzipien ist etwas komplizierter als unser Vor-
gehen im Kapitel 2.3, auch wenn dies schon wesentliche Ziige einer vollstindigen Rechnung
aufweist. Das Ergebnis einer genaueren Herleitung ist als Clausius-Mossotti-Gleichung be-
kannt,

-1 o pic
e+1 — 3¢ ’

(2.48)

wobei p; und «; (Zahlen-) Dichten und Polarisierbarkeiten der verschiedenen Dipolsorten sind
— also z.B. in Luft die relativen Dichten von Stickstoff, Sauerstoff, und Wassermolekiilen. Auch
in dieser Gleichung kommt es — wie in unserer simplen Betrachtung — zu einem ins unendlich
wachsenden ¢,, wenn das Produkt aus Dichten und Polarisierbarkeiten auf der rechten Seite
der Gleichung (2.48) hinreichend grofl wird.

Da Energien bzw. Energiedichten immer zentrale Groflen darstellen, sollen die entsprechen-
den Ausdriicke hier noch eingefithrt werden. Die Herleitung der entsprechenden Ausdriicke ist
jedoch recht kompliziert ist, weshalb deshalb auf sie verzichtet werden soll. Stattdessen behel-
fen wir uns mit mechanischen Analogien. Das elektrische Feld spielt die Rolle einer treibenden
Kraft. Die Permittivitét ist so etwas wie eine inverse Federkonstante. Je grofer €, desto grofer
die “Auslenkung”, in unserem Falle die Polarisation. Wir erwarten also einen Beitrag zur po-
tenziellen Energie, der proportional zu E-P ist. Um die Einheit einer Energiedichte zu erhalten,
muss dieser Ausdruck noch mit ¢y multipliziert werden.

Eine genau Rechnung zeigt, dass die Dichte der Feldenergie vy, (kleiner Buchstabe steht hier
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fir Dichte, also vpet = AVpet/V') durch den Ausdruck
1
Vpot = 5D - E (2.49)
gegeben ist, wobei die neu eingefiihrte Grofle D durch

D=cE+P (2.50)

definiert ist und elektrische Flussdichte oder auch dielektrische Verschiebung bzw. Verschie-
bungsdichte genannt wird. Sie entspricht bis auf den Vorfaktor ¢y dem elektrischen Feld, das
ohne die Polarisierung des Dielektrikums vorliegen wiirde.

In Medien, in denen Gleichung (2.47)) eine gute Ndherung darstellt, gilt somit

Vpor = ?EQ (2.51)
1

= D2 2.52

2e.€0 ( )

An dieser Stelle kann es hilfreich sein, Analogien zur Mechanik zu ziehen. Das elektrische Feld
kann als treibende Kraft interpretiert werden, die dielektrische Verschiebung als Auslenkung
und €€y entspriache einer inversen Steifigkeit oder Federkonstante.

Die oben angefiihrte Energiebilanz hat fiir Kondensatoren &duflerst wichtige Konsequenzen,
denn durch Einbringen eines Dielektrikums in einen Kondensator lédsst sich seine Kapazitit
steigern. Betrachten wir einen Kondensator auf dessen Platten die Ladung +(¢) aufgebracht
ist. Schieben wir nun in diesen Kondensator ein Dielektrikum, erniedrigt sich die Feldenergie
um den Faktor e,. Wenn wir nun die Gleichung W = Q?/2C zur Definition der Kapazitiit
heranziehen, ergibt sich die Kapazitit des Kondensators zu

C= srsoé. (2.53)

d

Ein Dielektrikum erhoht sozusagen den Quotienten A/d in einem Plattenkondensator um den
Faktor .. Bei gegebener Spannung kann somit mehr Feldenergie in einem Kondensator dank ei-
nes Dielektrikums mit groflem e, gespeichert werden als ohne. Der Effekt dielektrischer Medien
auf die Kapazitiat wurde experimentell von Faraday erforscht. Er bemerkte, dass bei gelade-
nen Platten (@ = const, U = frei) die Spannung sank, wenn ein Dielektrikum zwischen die
Platten eingefiihrt wurde. Umgekehrt beobachtete Faraday den Anstieg von Ladung, wenn das
Dielektrikum bei anliegender Spannung (U = const, @) = frei) zwischen die Platten geschoben
wurde.

2.5 Leiter und Widerstande

Sind in einem Material freie Ladungen vorhanden, werden diese von externen elektrischen
Feldern beschleunigt, sodass elektrischer Strom fliet. In Metallen sind es erfahrungsgeméf
Elektronen, die als freie Ladungstrarger vorliegen. Bei Halbleitern konnen die Ladungstréger
sowohl Elektronen als auch Elektronenlocher sein. Anders als bei Metallen liegen in Halbleitern
die freien Ladungstriager jedoch nur bei endlicher Temperatur vor. Ionen leiten den Strom in
Elektrolyten. Zu dieser Klassifizierung mehr im néchsten Kapitel. Der Einfachheit halber be-
schranken wir uns im Folgenden auf Elektronen und behandeln diese so, als konne man sie mit
der klassischen Mechanik beschreiben.
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2.5.1 Elektrischer Strom in Metallen und das ohmsche Gesetz

In diesem Kapitel erarbeiten wir uns ein Modell fiir die Bewegung von freien Ladungen bzw.
Elektronen in einem externen elektrischen Feld und motivieren damit das bekannte ohmsche
Gesetz. Wie fast alle anderen Freiheitsgrade auch, sind Elektronen stochastischen Stoflen aus-
gesetzt, die im Mittel zu einer Art Stokes’schen Reibung fithrt i Damit ergibt sich folgende
Bewegungsgleichung;:

m-a = Fel + FReib (254)
= qg-E—7v-v, (2.55)

wobei v ein Dampfungskoeffizient ist. Im statischen Grenzfall gilt a = 0 und E = konst, sodass
sich folgende Driftgeschwindigkeit einstellt:

v=I1g (2.56)
8

Hier sei noch einmal daran erinnert, dass sich schon Ionen extrem schnell aufgrund externer
Spannungen bewegen. Elektronen sind nun viele Grélenordnungen leichter als Ionen und rea-
gieren daher noch schneller auf externe Felder als Tonen. Deshalb kann Thr Smartphone auch
mit einer so viel gréfleren Frequenz operieren als unsere Gehirne. Im Folgenden wollen wir nun
berechnen, zu welchem Strom die eben berechnete Driftgeschwindigkeit fiithrt, wenn der Leiter
den Querschnitt A hat und die Ladungstriger mit einer (Zahlen-) Dichte p im Leiter vorliegen,
siehe dazu auch Abbildung In unserem Beispiel sind alle Vektoren parallel zur z-Achse,

E

Abb. 2.6: Segment eines Leiters der Lénge [ und mit Querschnitt A. Das elektrische Feld E
bewirkt eine Spannung U = E - [ zwischen den beiden Endoberflichen.

sodass wir Vektoren durch Skalare bzw. durch die Betrége der Vektoren ersetzen konnen. Eine
Ladung benotigt somit die Zeit At = /v, um von der linken zur rechten Oberfléche zu gelangen.
Die Anzahl der Ladungen, die durch die rechte Fliache in dieser Zeit austreten, ist dann

N=p-(A-]).

8Die stochastischen StoBe erfolgen insbesondere mit den Gitterschwingungen und weniger mit anderen Elektro-
nen. Somit ist die Reibung relativ zum Inertialsystems des Materials und nicht — wie beim Fliefen von Wasser
— relativ zu anderen sich bewegenden Freiheitsgraden. Im letzteren Fall wire die Reibung proportional zur
Kriimmung des Geschwindigkeitsprofil und nicht relativ zu einem Laborsystem.
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Somit ist ¢ - N die gesamte Ladung, die in der Zeit At austritt. Der Strom ist definiert als
Ladung durch eine Oberfliche je Zeiteinheit:

AQ  ¢-N q-N

At /v l v
~—~
Strom: [
2
q A
= —. . — . [-F . 2.57
(7 p) [ —~ (2.57)

e Y; Spannung: U
Leitfihigkeit: o geom. Eigensch.

J/

inverser Widerstand: 1 /R
(2.58)

Wir konnen also die Ausdriicke in unserer Stromgleichung so umgruppieren, dass wir das
Ohm’sche Gesetz erhalten
U=R-1I. (2.59)

Dabei ergibt sich der Widerstand R aus dem Produkt einer Materialeigenschaft, namlich der
Leitfidhigkeit o und einer geometrischen Eigenschaft, dem Quotienten A/l

1.1 (2.60)

R=— "

Die Leitfahigkeit ist eine Materialeigenschaft mit einer eigenen Einheit

S 1
=—=A/V.—.
o= = = A/ -
Die inverse Leitfahigkeit heifit spezifischer Widerstand . Sie hat das Symbol p aber keine
eigene S.I. Einheit. Die Werte fiir die Leitfdhigkeit variieren iiber viele Groflenordnungen, wie
Tabelle zeigt. Die Leitfdhigkeit insbesondere von Nichtleitern ist stark von der Temperatur

Material Leitfahigkeit [S|] | Klasse
Kohlenwasserstofte 10712 bis 107 Nichtleiter /Isolator
Diamant 10713 Nichtleiter
undotiertes Si 2,5-1074 Nichtleiter
dotiertes Si ~ 107* < ¢ <=~ 10* | Halbleiter
Tellur 5-1073
Leitungswasser 0,05
Meerwasser ~ b Elektrolyt
Aluminium, Kupfer, Gold ~3,5-107 Metalle
YBayCuzOq7_y ~ 1 bei T'= 300K | Halbleiter
oo bei T'=30K Supraleiter

Tabelle 2.2: Werte fiir die Leitfahigkeit einiger Materialien — vorwiegend bei Raumtemperatur.

T abhéngig. Weil die Anzahl der freien Ladungstriger bei ihnen mit 7" sehr schnell zunimmt,
wéchst auch ihre Leitfdhigkeit schnell an. Bei Metallen hingegen sinkt die Leitfahigkeit mit
wachsender Temperatur, weil Gitterschwingungen mit der Amplitude zunehmen, sodass die
Elektronen stédrker an ihnen streuen.
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Warmeentwicklung im Leiter

Fliet durch einen Leiter mit endlichem elektrischen Widerstand Ladung hindurch, entsteht
dabei die sogenannte joulsche Warme. Diese berechnet sich wie folgt:

AW =U - AQ
(mit AQ =T-At) = = U - IAL

Verlorene Energie pro Zeiteinheit (Leistung):

AW U?
P=—=U-I=R-I*?=—.
At R

2.5.2 Serien- und Parallelschaltung von Widerstdnden

Wie Kondensatoren konnen auch Widersténde miteinander verschaltet werden. Sind zwei Wi-
derstdnde in Serie geschaltet, flieit durch beide derselbe Strom . Somit gilt:

f L
Ry

Ry

I

[
R+ Ry

U=U+U, = U:(Rl—l—Rg)-[.
In Serie geschaltete Widerstinde addieren sich.
Rserie = Ry + Ry (261)

Diese Einsicht hétten wir an und fiir sich bereits Gleichung (2.60) entnehmen konnen, weil
das parallele Schalten zweier identischer Widerstinde im Wesentlichen einer Verdoppelung der
Lange [ entspricht. Sind zwei Widerstdnde hingegen parallel geschaltet, so liegt an beiden
dieselbe Spannung U an.

I

L+ 1,

o1



[1 = E
Ry
1 1
I+ 1 = (R_+E> U
1 2
1
]es. - U
& Rges.

Man findet also:

1 1\!
Rarae = |\ 5 e .
parallel (R1+R2>

Die Kehrwerte parallel geschalteter Widerstéinde addieren sich zum Kehrwert des
Gesamtwiderstandes:
R—l

parallel = fil_1 + R2_1 (262)
Wie bei der Serienschaltung hétten wir die Regel fiir die Parallelschaltung von Widersténden
prinzipiell Gleichung (Z.60) entnehmen koénnen: Die Parallelschaltung zweier identischer Wi-

derstdnde entspricht der Verdoppelung des Querschnitts A eines einzelnen Widerstandes.

Widerstidnde von Rotationskorpern

Obgleich Widersténde als elektrisches Element fast immer zylindrisch geformt sind, haben vie-
le Bauteile, die z.B. Wirmd] statt elektrischen Strom leiten, keine zylindrische sondern eine
allgemeinere Form. Die erste Verallgemeinerung bzgl. eines zylindrischen Widerstandes ist ein
Rotationskérper, mit einem Radius von z abhéngigen Radius 7(z). Einen solchen Koérper kann
man in kleine Segmente mit Widerstand

zerlegen. Der Gesamtwiderstand ergibt sich aus der Summe iiber Einzelwiderstéinde. Beim Uber-
gang einer diskreten zur kontinuierlichen Beschreibung wird aus der Summe ein Integral, sodass

R [T
o r2(2)

Zmin

2.6 Klassifizierung der Materie nach elektrischen
Eigenschaften

Die Art und Weise, wie Materie auf elektrische Felder reagiert, ist sehr facettenreich und die
Einteilung basierend auf den elektrischen Eigenschaften in gewissem Mafle etwas willkiirlich.
Dies ist insbesondere deshalb so, weil es keine scharfen Grenzen zwischen Leitern, Halbleitern
und Nichtleitern gibt. Das wiederum liegt u.a. daran, dass Elektronen nicht in ihrem (quan-
tenmechanischen) Grundzustand vorliegen sondern mit einer endlichen Wahrscheinlichkeit in
das Leitungsband springen. Bei einer Bandliicke von AE = 5,4 eV (Diamant) oder 0,67 eV
(Germanium) wére die relative Wahrscheinlichkeit dafiir in etwa exp(—AE/kgT’), was somit
fiir Diamant (1,5 - 107%!) zwar extrem klein ist, aber eben nicht mathematisch identisch null.
Auch bei Germanium ist die Wahrscheinlichkeit mit 5,4 - 197! sehr klein, aber bei einem Mol

9Die mathematische Beschreibung der Wirmeleitung ist der elektrischen Leitung dhnlich.
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Leitungstriger kommt dann doch die nicht ganz zu vernachlissigende Anzahl von 3- 10'2 freien
Ladungstréagern zusammen. Die hier eingefiigte Tabelle gibt einen kleinen Uberblick iiber die
Klassifizierung von Materialien nach ihren elektrischen Eigenschaften. Zu jedem Material gibt

Leiter
freie Ladungstréger liegen intrinsisch vor
dominante Ladungstriager: dominante Ladungstriger: Ladungstréger:
Elektronen Ionen, oft freie Protonen freie Elektonen und Ionen
normale Metalle \ Supraleiter | fliissige, feste Elektrolyte Plasmen

weitere (halb-) leitende Materialien
Halbmetall Semimetall Graphen
nur eine Spin-Orientierung | neg. (indirekte) Bandliicke | Bandliicke genau gleich null

Halbleiter
thermisch aktivierte Ladungstriger

elektronische dotierte Lochleiter | Element- an/organische | in/direkte
Halbleiter Halblester Halblester Halblester Halblester

Dielektrika

kaum freie Ladungstréger
gewohliche Ferro- Antiferro- | Piezo- Pyro- topologische
Dielektrika: Elektrika: | FElektrika: | Elektrika: Elektrika: Isolatoren:
Luft, Papier besitzen permante feste feste Oberflachen
el. Dipole Polarisation | Polarisation leiten nur

Tabelle 2.3: Ubersicht iiber die Klassifizierung der Materie nach elektrischen Eigenschaften

es viel Interessantes zu berichten, insbesonders wenn es darum geht, die atomaren und elektro-
nischen Wechselwirkungen sowie Symmetrien auf der atomaren Skala mit den makroskopischen
Eigenschaften in Verbindung zu bringen. Fiir jede hier aufgefithrte Materialklasse kann man
problemlos ein ganzes Semester fiillen — im Falle der Supraleiter sogar etliche Jahre — deshalb
hier nur ein paar wenige elementare Kommentare. Ferroelektrika besitzen einen endlichen Di-
pol, weil sich ein Ionen-Untergitter gegen ein anders geladenes Untergitter verschiebt. Es gibt
aber auch Ferroelektrika, in denen der Symmetriebruch durch die Verschiebung von Elektronen
getrieben wird. Wenn sich nur ein Untergitter verschiebt sondern zwei und zwar dergestalt,
dass sich die durch die Verschiebung bedingten Dipolmomente genau ausléschen, spricht man
von Antiferroelektrika. Und nun haben wir die zugegebener Maflen etwas exotischen (anti-) fer-
rielektrischen Materialien noch gar nicht erwédhnt. Etwas absurd erscheint vielleicht, dass Fer-
roelektrika zwar piezoelektrisch sind, aber dennoch nicht als Piezoelektrika bezeichnet werden.
Ferroelektrika kénnen nédmlich im Gegensatz zu Piezoelektrika durch ein externes elektrisches
Feld umpolarisiert werden. Gegenstand aktueller Forschung sind Graphen — einzelne Schichten
aus Graphit — sowie topologische Isolatoren. Wenn Sie mit wenig Aufwand und wenig Inhalt
eine Publikation in einem fithrenden wissenschaftlichen Magazin erhalten wollen, fangen Sie am
besten sofort an, sich fiir diese Materialien zu interessieren.
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3 Elektrische Schaltungen

Einzelne Bauelemente wie Batterien, Widerstéinde, Kondensatoren und Spulen aber auch kom-
plexere Bauelemente wie Transistoren, Operationsverstiarker oder sogar Monitore werden zu
einer Anordnung in einer elektrischen Schaltung zusammengeschlossen. Elektrische Schaltun-
gen koénnen aus einem oder mehreren Schaltkreisen bestehen. Thre schematische Darstellung
erfolgt iiber Schaltpléne, in denen die einzelnen Bauelemente in der Regel idealisiert dargestellt
werden. So wiirde einem Kondensator nur eine Kapazitit aber kein Widerstand zugeordnet,
obgleich natiirlich kaum ein Kondensator aus Supraleitern besteht und somit ohmsche Verluste
bei seinem Laden oder Entladen unvermeidbar sind. In der Regel ist dieser Widerstand aber ge-
geniiber den explizit verwendeten Widersténden zu vernachléssigen, oder aber man beschreibt
den realen Kondensator als Serienschaltung eines idealen Kondensators mit einem idealen Wi-
derstand. Das eben beschriebene Vorgehen erlaubt es uns, einfache Schaltungen quantitativ zu
beschreiben. Sobald die Schaltungen eine gewisse Komplexitdt erreichen, z.B. wenn in einer
Schaltung mehrere elektrische Energiequellen vorhanden sind, bedarf es formaler Regeln, mit
Hilfe derer wir die zu losenden Gleichungen aufzustellen. Womit wir gleich beim Thema wiéren.

3.1 Kirchhoffsche Regeln

3.1.1 Knotenregel

Die 1. kirchhoffsche Regel ist die Knotenregel: ,,In jeden Knoten (Verzweigungspunkt) fliefst
immer so viel Ladung hinein wie heraus.”:

neErein neraus

bzw. wenn wir ein und ausflieBenden Ladungen bzw. Stromen unterschiedliche Vorzeichen o,
zuordnen
Z onl, = 0. (3.2)

Bei der Anwendung der Knotenregel muss man also darauf achten, welche Richtung dem Strom
in welchem Stromzweig formal zugewiesen wird. Der tatséchliche Stromfluss im Stromzweig n
ist dabei der zugewiesenen Richtung entgegengesetzt falls I, < 0. In Abb. 3] flieBen (formal)
I 5 in den Knoten hinein und 54 heraus. Damit gilt gem&afl der Knotenregel

Il+12—13—]420. (33)

Die kirchhoffsche Knotenregel haben wir bereits implizit bei der Herleitung des Gesamtwider-
standes zweier parallel geschalteter Widerstande im Abschnitt 2.5.2] verwendet. Diese Herleitung
lasst sich zwanglos auf beliebig viele Widersténde verallgemeinern.
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Fiir parallel geschaltete Widerstédnde gilt somit:

Loy L (3.4)
Reff n—1 Rn

3.1.2 Maschenregel

Die 2. kirchhoffsche Regel ist die Maschenregel: |, Die Summe dber alle Spannungen in einem
geschlossenen Kreis ist gleich null.”:

> U.=o. (3.5)

n€Masche

Diese Gleichung ist nichts anderes als die diskretisierte Version der Gleichung §ds - E = 0.
Auch die Spannung U, eines jeden Stromzweigs hat wie der Strom eine Richtung. Sind die bei-
den Richtungen identisch gewéhlt (sogenanntes Verbraucherzihlpfeilsystem), wird das iibliche
ohmsche Gesetz verwendet. Ansonsten (also im Erzeugerzdihlpfeilsystem) wird dem ohmschen
Gesetz ein Vorzeichen spendiert, sodass U, = —R - I,,.

&EJ
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Eine scheinbare Besonderheit haben Spannungsquellen zu bieten. Ihrer Spannung wird sowohl
im Inneren als auch im AuBeren eine Richtung zugeordnet und zwar vom positiven zum ne-
gativen Pol, da dies der Richtung der elektrischen Feldlinien entspricht. Somit kann man die
Maschenregel auch wiefolgt schreiben:

YU, =0 (3.6a)
= > U+ Y, UM™ =0 (3.6b)

nepassiv n€aktiv
intern
= g U, = — E U, (3.6¢)
neEpassiv neaktiv
§ U, = § ygxtern, (3.6d)
neEpassiv neaktiv

Bei den bisher geshenen, einfachen Schaltungen mit nur einer Masche verwendet man implizit
die Maschenregel aus Gleichung (3.6d)) bei komplizierteren Schaltungen jedoch Gleichung (B.6al)
bzw. ([B.6h), sodass man keine Zeit damit vergeuden muss, sich iiber Vorzeichen Gedanken zu
machen.

3.1.3 Gleichstromschaltungen

Die konsequente Anwendung der kirchhoffschen Regeln — zusammem mit dem ohmschen Ge-
setz — erlaubt es uns, genauso viele (linear unabhingige) Gleichungen aufzustellen, wie wir
Unbekannte haben. Die Vorgehensweise soll nun an zwei Gleichstromschaltungen erldautert wer-
den. Die einzelnen Schritte sind: Jede Masche erhélt einen Maschenumlaufsinn, der meist im
Uhrzeigersinn gewihlt wird. Dann werden den einzelnen Bauelementen ihre Spannungsabfille
zugeordnet. Schlieflich werden die beiden kirchhoffschen Regeln ausgewertet.

Schaltung mit zwei Spannungsquellen

Wir betrachten folgende Schaltung, die jeweils mehr als eine Masche, einen Knotenpunkt und ei-
ne Spannungsquelle aufweist. Sie kann als eine (Anti-) Parallelschaltung zweier realer Batterien
(Uy mit Innenwiderstand R; und Us mit Innenwiderstand R3) an einem externen Verbraucher
(R2) interpretiert werden. Das Ziel ist die Stromstérke I, als Funktion der Spannungen U; und
U, am Verbraucher R, zu bestimmen.
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Ry Ry R

I Y ‘ I5
b

Falls Sie nichts wichtigeres zu tun hatten, konnten Sie bei der Erstellung der obigen Abbildung
in der Vorlesung folgenden Handlungsablauf live miterleben: Zunéchst wurde den beiden inneren
Maschen, o und (3, eine Umlaufrichtung zugeordnet. Als néchstes wurden die Stromzéahlpfeile
eingezeichnet. Erst danach werten wir die kirchhoffschen Regeln aus. Die Knoten a und b
enthalten dieselbe Information, deshalb betrachten wir hier nur a:

— L —L+1I;=0. (3.7)
Als néchstes geht es den Maschen an den Kragen:

Uy+Ry-Ib—Ri -, = 0
Uy—R3-Is—Ry- I, = 0.

Wir haben nun drei (linear unabhéngige) Gleichungen und drei Unbekannte (I;, I3, I3) also
Friede, Freude, Eierkuchen. Vorausgesetzt wir konnen Gleichungssysteme l6sen. Im gegebenen
Fall ist dies in der Tat kein Hexenwerk, da wir sukzessive I3 und I; eliminieren kénnen, um nach
dem gesuchten I, aufzulésen. Im spéteren Leben macht es aber durchaus Sinn, ein Gleichungs-
system aufzustellen, zumal man dieses dann an einen Computer verfiittern kann, der es etwa
10° mal schneller 16sen kann als wir und dabei auch noch zuverlissig ist. Im Allgemeinen wird
ein Gleichungssystem am besten so aufgestellt, dass alle Unbekannten jeweils in einer Spalte
untereinander stehen. Hier also:

—R1 . Il + RQ . .[2 - _Ul (310)
Ry-I, + Rs3-I3 = Us
oder aber in Matrizenschreibweise
-1 -1 +1 I 0
—Ri Ry 0 - L | = =U |. (3.11)
0 R2 Rg [3 U2

Spétestens jetzt sollten Sie einsehen, dass lineare Algebra in MINT Féchern durchaus ihre Da-
seinsberechtigung hat. Um nun nach I, aufzulésen, kénnen Sie, wie bereits erwéihnt, entweder
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in dem Gleichungssystemen [; und I3 eliminieren. Oder aber Sie verwenden die Tricks aus
der linearen Algebra zur Invertierung einer Matrixgleichung. Sie sollten beide Vorgehenswei-
sen selbststandig iiben. Dann haben Sie u.U. auch mal wieder ein kleines Erfolgserlebnis. Das

Ergebnis sollte dann
Ry - Rg) I Rs
2 pummy

Us — R_1U1 (3.12)
sein. Auch im Bereich der Elektronik kénnen und sollten wir unser Ergebnis sowohl auf Einhei-
ten als auch auf Grenzfille hin {iberpriifen, um mogliche Fehler zu entdecken. Sprich, sowohl
auf der linken als auch auf der rechten Seite der Gleichung miissen alle Ausdriicke die Einheit
Volt haben. Zudem konnten wir z.B. den Grenzfall R3 — oo betrachten. Die Masche [ fllt
dann aus der Rechnung heraus, sodass man [, = —U;/(R; + R») direkt dem Schaltungsbild
entnehmen kann. Dies kénnen wir auch aus der Gleichung (B.12]) ableiten, indem wir sie mit
dem Quotienten R;/R3; multiplizieren und dann alle Terme, die gegen null gehen, wegstreichen.
Ganz analog hétten wir auch R; — oo aber eben so gut ohne allzu viel Aufwand Ry — oo
analysieren konnen. Ist auch nur ein einziger Test negativ, haben wir irgendwo einen Fehler
gemacht, der manchmal natiirlich auch im Test liegt. Grenzfalltests dieser Art kann man iibri-
gens in jedem Schritt einer Rechnung machen, was dabei helfen kann, Rechenfehler dingfest zu
machen. Es spricht gegen Ihre Intelligenz und/oder innere Einstellung zum Studium, sollten Sie
dies erst in Klausuren iiben. Da Sie heute schon ungefahr 83 mal What’s App, E-Mail, Twit-
ter oder Spiegel Online gecheckt haben, konnen Sie Zeitmangel nicht als Ausrede heranziehen.
Als kleines Zahlenbeispiel fiir die Schaltung nehmen wir mit U; = 12V und Ry = 2 typi-
sche Zahlenwerte fiir Spannung und Innenwiderstand einer Autobatterie und mit Uy = 1,5V
und R3 = 0,03€2 solche fiir eine niedliche Mignonzelle, die auch unter dem unésthetischen
Namen AA Batterie bekannt ist. Als “externen Verbraucher” wihlen wir Ry = 1Kk(2, der so-
mit sehr viel grofler ist als die Innenwidersténde. Wir sehen, dass Gleichung (B.12) auch als
Ry el = U o geschrieben werden kann. Die effektive Spannung Us o ergibt sich zu dem Wert
{1,5-(0,03/2) 12}V = 1,32V, der noch relativ nahe an der Spannung der AA Batterie liegt.
Bei Parallelschaltungen von Batterien dominieren damit sozusagen diejenigen mit dem kleine-
ren inneren Widerstand. Auflerdem liegt im gegebenen Beispiel der effektive Lastwiderstand
R eg = (1000 + 0,03 + 1000 - 0,03/2) ©2 ~ 10152 noch recht nahe bei dem urspriinglichen Last-
widerstand. Als kronender Abschluss dieses Beispiels sei erwéhnt, dass wir so manche Schaltung
natiirlich auch auf Symmetrien hin abklopfen kénnen. Schliellich wollen wir die heilige Drei-
faltigkeit aus Einheit, asymptotischem Grenzfall und Symmetrie nicht unvollsténdig lassen. Im
gegebenen Fall wire dies eine “echte Parallelschaltung” zweier identischer, realer Batterien am
Lastwiderstand Ry, die wir durch die Wahl U; = —U, und R; = Rj realisieren. Damit redu-
ziert sich Gleichung (B12) zu (2R + Ry)Iy = 2Us. In anderen Worten, durch Parallelschaltung
identischer Batterien verringert sich ihr Gesamtverlust, weil die inneren Widersténde parallel
geschaltet sind.

(ot ot

1

Wheatstone’sche Briicke

Die Wheatston’sche Briicke ist eine Messanordnung zur Bestimmung ohmscher Widerstéande.
Sie wurde nach dem britischen Physiker Charles Wheatstone benannt, der die Messanordnung
zwar nicht erfand aber verbreitete. In der gezeigten Abbildung ist der Widerstand R, unbekannt,
wohingegen sich das Verhéltnis der Widerstinde Ry zu Ry bei gegebenem Gesamtwiderstand
von R; + Ry in einem Schiebewiderstand kontinuierlich verandern lésst.
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Zur mathematischen Untersuchung der Briicke konnten wir ein Gleichungssystem fiir die sechs
unbekannten Stromstirken I, mit n = 1, ,6 aufstellen. Dazu miissten wir die drei inneren
und somit unabhéngigen Maschen «, § und v auswerten sowie drei linear unabhéngige Knoten
also z.B. b, ¢ und d. Das machen wir aber als Ubungsaufgabe. Stattdessen fokussieren wir uns
auf die Frage, wie wir den Schiebewiderstand einstellen miissen, damit kein Strom iiber die
Briicke — also den Widerstand R, — flieBt. Man sagt, die Briicke ist abgeglichen. Ersetzen wir
R4 durch ein Strommessgerit, auch Amperemeter genannt, zeigt dieses also bei abgeglichener
Briicke keinen Strom an.
]1 I3

|

Q|
SN

R27 12

Q|+~

Ry, I Rs Ry

Zur mathematischen Behandlung beziehen wir uns auf die erste Abbildung. Wenn [, verschwin-
det, sind die Knoten b und ¢ schnell ausgewertet: Iy = I und I, = I3. Die Auswertung der
Maschen 8 und ~ liefern

Rx'lg—Rz'[l =0 (313&)
Ry-Is;— Ry, -1, = O. (3.13b)

Beide Gleichungen kénnen nach I3 aufgelost werden, womit wir die Bedingung fiir eine abge-

glichene Briicke erhalten
Ry
R, = —"-R;s. 3.14
o (314
Um eine moglichst gute Auflosung des zu messenden Widerstandes R, zu erhalten, sollte der

Widerstand R3 in etwa der Gréfenordnung von R, entsprechen.
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3.2 RC-Kreise

Unsere Schaltungen bestanden bisher lediglich aus Spannungsquellen und passiven Bauelemen-
ten einer Art, also nur Widerstédnden oder nur Kondensatoren, an die jeweils Spannungsquellen
angeschlossen sind. Die meisten Schaltungen enthalten natiirlich verschiedene Bauelemente. Im
einfachsten Fall, an dem man bereits eine Menge iiber komplexere Schaltungen lernen kann,
besteht der Stromkreis aus einer Masche mit einer Batterie, einem Widerstand und einem
Kondensator. Dieser Stromkreis wird auch als RL-Kreis bezeichnet.

Die Maschenregel fiir einen solchen Stromkreis lautet
-1
R-Q—i—a-Q:U(zﬁ). (3.15)

Somit hétten wir (abgesehen von unserem Elektron im Kondensator) das erste Beispiel ei-
ner Differentialgleichung (DGL), also einer Gleichung, in der nicht nur die gesuchte Funktion
vorkommt, in diesm Fall Q(t), sondern auch ihre Ableitungen. Viele, wenn nicht die meisten
Beschreibungen in den Natur- und Ingenieurswissenschaften basieren auf DGLs, die somit ein
wichtiges Feld der angewandten Mathematik darstellen.

Wie man eine DGL 16st, héngt von ihrer Art ab. Zum Gliick haben wir es in dieser Vorlesung
ausschlieflich mit linearen DGLs zu tun, in denen die gesuchte Funktion nur linear vorkommt,
also nicht in Form ihres Quadrats oder ihre Wurzel. Zudem sind die Vorfaktoren vor Q, Q
und spéter Q Konstanten und keine Funktionen der Zeit. Lineare DGLs mit konstanten Ko-
effizienten kénnen dank relativ einfacher “Kochrezepte” gelost werden. Diese Rezepte miissen
allerdings — dhnlich wie das Eierkochen — geiibt werden. Prinzipiell sind uns die Differential-
gleichungen dieses Kapitels bereits in der Mechanik begegnet. Deshalb ist der Stoff hier nicht
ganz neu. Allerdings ist der Kontext ein anderer. Weil geddmpfte Schwingungen in den Natur-
und Ingenieurwissenschaften eine zentrale Rolle spielen, tut es nicht weh, den Stoff hier zu
wiederholen.

Entladen eines Kondensators im RC-Kreis

Zunéchst betrachten wir die homogene DGL, sodass U(t) = 0. Wir haben also einen geschlos-
senen Schalter und keine Batterie bzw. eine Batterie mit Spannung null. Zur Lésung der DGL
gehen wir wie im Mathe-Begleitskript vor. Dazu machen wir den Ansatz

Qt) = Qoe ™™, (3.16)
der zur Gleichung
1
(—)\R + 5) e M =0 (3.17)
fithrt, sodass A = 1/RC' bzw.
Q(t) = Qoe /7. (3.18)

Man kann die Losung auch als
Q(t) = Qoe™""

schreiben, wobei 7 die Rolle einer Relaxationszeit

T=R-C.
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einnimmt. Sie ist die Zeit, die der Kondensator im RC-Kreis benotigt, um seine Ladung auf
das 1/e-fache des momentanen Wertes zu reduzieren.

Wird die Anfangsbedingung zu einer beliebigen Zeit ¢, angegeben, kénnen wir die freie Va-
riable )y geméf
Qo = Q(to) : GtO/RC (319)

festlegen.

Laden eines Kondensators im RC Kreis

Der einfachste Fall einer inhomogenen DGL liegt vor, wenn die rechte Seite der DGL eine
Konstante der Zeit ist, also U(t) = Up. Speziell betrachten wir eine Situation, in der der
Kondensator zur Zeit ¢ < 0 nicht geladen war und die Spannung zur Zeit ¢ = 0 angelegt wird.
Die Losung der heterogenen DGL kann nach Schema F gehen — oder aber wir erkennen intuitiv,
dass

Qult) = C - Uy (3.20)
eine partikuldre Losung darstellt. Die allgemeine, vollstandige Losung lautet somit
Q(t) = Qoe ™ + C - . (3.21)
Mit der Anfangsbedingung Q(t = 0) = 0 erhalten wir Qg = —C' - Uy, sodass
Qy=C-Uy(1—em). (3.22)

Periodisch getriebener RC Kreis

Wir betrachten nun eine externe Spannung, die zeitlich periodisch oszilliert, also z.B.

U(t) = U,cos(wt) (3.23a)
R{U.“"}. (3.23b)
Wir 16sen zunéchst das komplexe Problem. Dazu machen wir den Ansatz
Qt) = Que™" (3.24)
und erhalten nach Einsetzen in die Gleichung (3.15)
1 . )
(in + 6) Qe = U,e™", (3.25)
sodass o
= — 3.26
@ iwR+1/C (3:26)
Somit ist die komplexe Losung
U )
t)=—"— "' 3.27
Q) iwR+1/C < (3:27)

von der wir aber nur den Realteil bendtigen:

Den Ausdruck auf der rechten Seite der Gleichung erweitern wir mit C?, ersetzen dann jedes
Produkt C' - R mit 7 und behalten nur die reellen Terme. Damit ist die gesuchte relle Losung

R(QU)} = C U, (

- (coswt + i sin wt)} (3.28)

(3.29)

cos wt n wWT sin wt
14+ w?r2 14 w?r?
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Frequenzabhdngige Kapazitat und Impedanz

Fiir kleine Anregungsfrequenzen wr < 1 dominiert der erste Term, sodass die Losung der DGL
die Gleichung Q(t) ~ C'-U(t) erfiillt. Der RC-Kreis verhélt sich somit fiir wr < 1 ganz &hnlich
wie ein reiner Kondensator. Fiir kleine Frequenzen dominiert jedoch der zweite Summand auf
der rechten Seite der Gleichung (B:29). Man kann dann — sieche Hausaufgaben — in ein, zwei
Schritten zeigen, dass das ohmsche Gesetz néherungsweise gilt, also Q(t) ~ U(t)/R.

Um diesen Punkt zu vertiefen, betrachten wir noch einmal Gleichung (B:26]), schreiben diese

aber wiefolgt um:
1 wT
w=0C" — U, 3.30
@ (1—|—w27'2 1+w27'2) (3:30)

und fithren die frequenzabhéngige Kapazitéit ein

C,=C- L ) 3.31
( ) (3.31)

14+ w272 1+ w272

Letztere Grofle erfiillt die Gleichung
Qw = Owaa (332)

die somit die Gleichung @) = C'- U vom statischen Grenzfall auf endliche Frequenzen verallge-
meinert.

C,, kann in seinen Realteil C!, und seinen Imaginarteil C! aufgeteilt werden. Dabei spiegelt
der Imaginérteil die ohmschen Verluste wider, wohingegen der Realteil angibt, wieviel Energie
im Kondensator gespeichert wird. In der Mechanik viskoelastischer Medien wére der komplexe
Schubmodul G(w) eine verwandte Grofle, die in einen Speichermodul G'(w) — den Realteil von
G(w) — und einen Verlustmodul G”(w) — den Imaginérteil — zerlegt werden kann.

In der Elektrotechnik rechnet man im Allgemeinen nicht mit frequenzabhéngigen Kapazitiaten
sondern eher mit frequenzabhéngigen Widerstdnden bzw. Impedanzen. Da der Strom die
Ableitung der Zeit ist, gilt

I(t) = iw@, ™. 3.33
(t) _f) (3.33)
Wir erweitern nun die linke Seite in Gleichung (B.25) mit iw und kiirzen die Phasenfaktoren
exp(iwt) heraus, sodass wir die Verallgemeinerung des ohmschen Gesetzes fiir endliche Frequen-
zen erhalten, ndmlich
wR+1/C
WRT1C00, = U, (3.34)
—x
Den frequenzabhéngigen Widerstand, den wir aber nicht mehr als R, sondern als Impedanz
Z(w) schreiben, ist somit

26) = Rt (3.35)

~ R (1 - i) (3.36)

Das Bemerkenswerte an Gleichung (B.35) ist, dass sie der Regel fiir die Serienschaltung von
Widerstéinden geniigt, wenn wir der Kapazitidt formal einen Widerstand — oder genauer ge-
sagt eine Impedanz — von Zg(w) = 1/iwC zuordnen. Da auch bei Parallelschaltungen von
Impedanzen die Regel fiir die Parallelschaltung von Widerstédnden iibernommen werden kann,
sind wir bereits jetzt prinzipiell in der Lage, eine komplexe Schaltung aus Widerstdnden und
Kondensatoren zu beschreiben, wenn sie mit einer periodischen Spannung getrieben wird.
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3.3 Induktivitdt und RL-Kreise

In diesem Abschnitt fithren wir die Spule als weiteres Bauelement ein. Die fiir Schaltungen
relevante Eigenschaft einer Spule ist ihre (Selbst-) Induktivitéit L. Sie geniigt dem Gesetz

U=L-1I. (3.37)

Die Einheit der Induktivitéit ist [L] =H (Henry). H = kg - m?/s? - A%. Das Symbol L ist dem
deutschen Physiker Lenz und die Einheit dem amerikanischen Physiker Henry geschuldet, die
mafgeblich zu unserem heutige Verstdndnis vom Magnetismus beigetragen haben.

Eine Spule bzw. Induktivitit widersetzt sich geméaf Gleichung (B37) einer Stroménderung
und kann daher in Analogie zu einer Tréagheit bzw. Masse gesehen werden, die ihrer Geschwin-
digkeitsdnderung entgegenwirkt. Die Arbeit, die durch Verschiebung einer Ladung d@ an der
Ladung verrichtet wird ist demzufolge

AW = UdQ. (3.38)

Bei konstanter Spannung erhalten wir die Leistung P = W

. dQ
W = U-— 3.39
i (339
= L-1-1. (3.40)
Somit ist die in einer Spule enthaltenen Energie

t
W = L/dt-[—[ (3.41)

0

L

= 5 I? (3.42)

fir die Anfangsbedingung I(t = 0) = 0. In der oben angesprochenen Analogie entspriche
dies der kinetischen Energie eines Massepunkt. Der mikroskopische Ursprung der Energie ist
allerdings die magnetische Feldenergie, dhnlich wie die elektrostatische Feldenergie eines Kon-

densators den Ausdruck W = C' - Q?/2 bedingt.

Die Beschreibung eines RL-Serienkreises,
L-I+R-T=U(). (3.43)

ist mathematisch isomorph zu dem eines RC-Serienkreises, weil beide eine DGL erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten darstellenl] Alle Losungen fiir den RC-Kreis konnen somit nach
Umbenennung der Variablen auf den RL-Kreis iibertragen werden. Insbesondere finden wir bei
einer periodischen Anregung mit U(t) = Uy exp(iwt) die Impedanz einer Spule

Zp = iwl, (3.44)

die mit der Frequenz anwachst und nicht wie beim Kondensator mit ihr abfillt. Als Relaxati-

onszeit eines RL-Kreises findet man
T=—. 3.45
= (3.45)
1Wir hiitten die DGL auch als DGL 2. Ordnung darstellen kénnen: LQ + RQ = U(t). Der Ansatz Q(t) x
Qo exp(A - t) fithrt zu zwei Losungen mit A = —R/L und A = 0. Letztere, die zu Q(t) = const fiihrt, ist in
einem reinen RL Kreis ohne Bedeutung.
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3.4 RLC-Kreise

Die drei Einzelelemente R, L und C' konnen auf verschiedene Arten verschaltet werden, sodass
der resultierende Schaltkreis eine Funktion erfiillt, z.B. einen Frequenzfilter. Zur mathemati-
schen Beschreibung eines solchen Kreises gehen wir wie in den vorherigen Kapiteln vor. Dies
soll im Folgenden an einigen Beispielen illustriert werden.

3.4.1 RLC-Serienkreis

Zunachst betrachten wir einen RLC-Serienkreis:
. .1
L'Q+R-Q+5-Q:U(t). (3.46)
Die homogene DGL kann wieder durch den Ansatz

Qt) = Qu - ™ (3.47)

gelost werden, wobei wir im Vergleich zu unseren vorherigen Ansétzen den Eigenwert A durch
iw ersetzt haben, weil DGLs zweiter Ordnung oft Schwingungen als Losung haben. Der Ansatz
fithrt zu der Eigenwertgleichung

1
<—w2~L+i~w~R+5>~Qw—0, (3.48)

deren Losungen
+Q (3.49)

1 R?
=\ s

Um die folgende Diskussion zu vereinfachen, verwenden wir die Ausdriicke 7 = R/L — wie in

Gleichung (B.45]) eingefiihrt — sowie

N | .
™~ =

sind, wobei

s 1
Wo = C’
das die Eigenfrequenz eines nicht-dissipativen LC Kreises beschreibt und somit einen un-
gedampften Oszillator darstellt. Mit den neuen Variablen sind die (komplexen) Eigenfrequenzen

(3.51)

1
=—=40 3.52
Wt 2. ’ ( )

1
Q=[uf — . (3.53)

Die Natur der Losungen hangt nun davon ab, ob (2 eine reelle Zahl ist (geddmpfte Schwingung),
2 = 0 (aperiodischer Grenzfall) oder aber (2 eine rein imagindre Zahl ist (Kriechfall). Diese
Félle sollen separat angesprochen werden.

wobel
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Kriechfall

Wir betrachten zunécht den Kriechfall (€2 ist rein imaginér), weil wir dann mit rein reellen
Funktionen rechnen kénnen. So lernen Sie, wie man ein Anfangswertproblem (AWP) 16st, ohne
gleichzeitig mit den vielleicht noch ungewohnten komplexen Zahlen hantieren zu miissen. Im
Kriechfall sind unsere beiden “Frequenzen” rein imaginér, sie entsprechen also zwei exponen-
tiellen Funktionen.

Q12(t) oc e 12" (3.54)

mit den (Relaxations-) Raten

1
= — 4 1Q]. 3.55
M2 = oo 12| (3.55)

Da Q| < 1/27, sind v4 5 beide positiv und damit die Losungen mit der Zeit abklingend.

Wir wollen nun das AWP Q(t = 0) = Qo und Q(t = 0) = 0 lésen. Die allgemeine Losung
lautet

Qty=A-e"' +B-e ", (3.56)
weshalb ‘
Q(t) = —v1 - A-exp(—uit) — vy - B - exp(—ust). (3.57)
Somit ist die Anfangsbedingung
A+B = Qo (3.58)
vn-A+ur-B = 0. (3.59)
Nach A und B aufgeltst:
A=—"_0, (3.60)
Vo — U1
141
B = .61
— (3.61)
Eingesetzt in Gleichung (B.56):
Q1) 2 21
- —t) — —wt). 62
Q0 o exp(—uit) p— exp(—uut) (3.62)

An dieser Stelle ist es eine hervorragende Idee, den Grenzfall ¢ — 0 zu betrachten und zwar
im Sinne einer Reihenentwicklung der Losung nach ¢. Das Ergebnis lautet Q(t — 0)/Qo =
14 0-t+ O(t?), was unserer gewiinschten Anfangsbedingung genau geniigt.

~ Fiir die gegebene Anfangsbedingung kann Gleichung (3.62)) man relativ leicht ansehen, dass
Q(t) zu keiner Zeit positiv ist, weil sowohl der zur v, zeit-abhéngige Faktor als auch der dazu-
gehorige Vorfaktor kleiner ist als die entsprechenden zu v, gehorenden Terme. Es gibt demzu-
folge keinen Uberschwinger in @(¢), weshalb man den Zeitverlauf der Variablen Q(¢) auch als
tberdampfte Schwingung bezeichnet.

Gedampfte Schwingung

Ist € reell, wird die homogene Losung der DGL durch die beiden Funktionen

Q:I: (t) o eft/27—+:tiQt (363)
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aufgespannt, die jeweils das Produkt aus einer exponenziell abklingenden und einer schwingen-
den Funktion sind. Die Sachlage ist somit &hnlich wie im Kriechfall, allerdings mit dem feinen
Unterschied, dass die Frequenzen jetzt komplex und nicht rein imaginér sind.

Wir konnten die Losung im Falle geddmpfter Schwingungen auch mit Hilfe zweier rein reeller
Funktionen aufspannen, indem wir die Basisfunktionen exp(=£i€2t) durch die Funktionen cos wt,
sinwt ersetzen. Die allgemeine Losung der homogenen DGL ist dann

Qt)y=A-e/* . cosQt + B -e V> . sin Ot (3.64)

Die Konstanten A und B werden durch die Anfangsbedingung festgelegt. Dabei bedingt die
Vorgabe von Q(ty) = Qo sowie Q(to) = Iy die Festlegung zweier Koeffizienten in der Losung,
also A und B, wenn wir die reelle Basis zur Rechnung verwenden.

Als Beispiel betrachten wir wieder Q(t = 0) = Qo und Q(¢t = 0) = 0. Wir wihlen jedoch
nicht die reelle sondern die komplexe Basis und schreiben die allgemeine Losung geméf

Q) =a-e“t' +a* e, (3.65)

sodass . ' ‘
Q) =iwy - a-e“t' +iw_-a*- et (3.66a)

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass Q(t) eine reelle Zahl ist und dass exp(iw_t) komplex kon-
jugiert zu exp(iw,t) ist. Die Vorgabe einer Anfangsbedingung mit zwei Werten bedingt auch
hier — ganz analog zur Vorgehensweise im Kriechfall — die Festlegung zweier Zahlen, ndmlich
des Real- und des Imaginérteils von a. Um Q(t = 0) = Qg zu erfiillen, muss

QO = a+a* (367)
- 2.4, (3.68)

wobei a’ der Realteil von a darstellt und a” den Imaginérteil. Fiir o’ gilt demzufolge
Cl/ = Q0/2

Die zweite Bedingung lautet Q(t = 0) = 0 bzw.

0 = iwra+iw_a (3.69a)
—1 —1
(definitiv {iiben! —) = (2— + ZQ) - (a +id") + (2— — ZQ) - (a' —id") (3.69b)
T T
/
(definitiv iiben! —) = (ﬂ —-2-Q- a") -1, (3.69¢)
T

sodass
ad'=d/(2-Q-1).

Die Losung zu unserem AWP ergibt somit

1 )
Q) = Qo- (5 + 82 - 7') et 4 cc. (3.70a)
in (¢
Qo - e V7T (cos Qt + S;r;h_ ) , (3.70Db)

wobei c.c. fiir complex conjugate bzw. sein lateinisches Pendant steht, das man im deutschen
komplex konjugiert nennen darf. An dieser Stelle ist es wieder eine hervorragende Ubung, den
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Grenzfall £ — 0 mit Hilfe einer Reihenentwicklung zu betrachten, um sicherzustellen, dass die
Anfangsbedingung in der Tat korrekt widergegeben wird.

Wenn Sie mich jetzt fragen wiirden, warum wir nicht die Losung (8.62]) mit komplexen Raten
V15 recycelt haben, wére meine ehrliche Antwort: Ich wollte Sie ein klein wenig mit komplexen
Zahlen &rgern.

Der aperiodische Grenzfall

Im aperiodischen Grenzfall (2 = 0) liegt in der DGL eine doppelte Nullstelle vor. Somit haben
wir die beiden Losungsfunktionen

Qi(t) o< e (3.71)
Qa(t) oc t-e™, (3.72)

mit v = 1/27. Dadurch kann im aperiodischen Grenzfall die allgemeine Losung der DGL wie-
folgt geschrieben werden:

Q) = A-e™ 4B t-e! (3.73)
Q) = (~A-v—B-t-v+B)-e"" (3.74)

Somit ergibt sich fiir die Anfangsbedingung Q(0) = Qp, Q(0) = 0 das Gleichungssystem

Q = A (3.75)
0 = —Av+ B, (3.76)
sodass die Losung
% =1+v-t)-e”! (3.77)
Qo

ist.

Der ()-Faktor

Um die Losungen eines linearen RLC' Kreises oder allgemein eines Oszillators zu charakteri-
sieren, fiithrt man den sogenannten ()-Faktor ein. Er setzt die Eigenfrequenz des ungedédmpften
Schwingers, siehe z.B. wy in Gleichung (B.51]), in Relation zur Dampfung bzw. zur “Relaxati-
onszeit” 7, siehe Gleichung (3.45]):

T-Wo

Q= 5y (3.78)
@ ist eine einheitenlose Zahl. Im Falle unseres RLC-Serienkreises ist sie
1 L
=—1/=. 3.79
Q=5r"\¢c (3.79)

Wenn der ()-Faktor grof ist, schwingt ein unterddmpfter Oszillator oder Schwingkreis viele
Male hin und her, bevor die Schwingung abebbt. Fiir kleine ()-Faktoren gilt das Gegenteil. Der
aperiodische Grenzfall ist (), = 1. Fiir ) < @), schwingt der gute Schwingkreis gar nicht mehr.
Der Q-Faktor ist auch als Giitefaktor, Kreisgiite oder Resonanzschérfe bekannt. Der Name leitet
sich aus dem Englischen Wort quality factor ab.
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Die Bedeutung des @-Faktors im Sinne der Resonanzschérfe wird erst im Fall periodisch ge-
triebener Schwingkreise richtig klar. Hier verwenden wir den ()-Faktor zunédchst, um die in die-
sem Kapitel erzielten Losungen des gegebenen AWPs in Abbildung graphisch darzustellen.
Wir erkennen, dass die Periode — also die Absténde zweier Maxima — der leicht unterddampften
Schwingung 7wy = 4 bereits recht nahe bei 27 liegt. Im aperiodischen Grenzfall relaxiert die
Ladung recht schnell gegen null. Im leicht iberddmpften Fall, 7wy = 4 ist die Relaxation bereits
sehr langsam. Aber auch ein unterddmpften Fall, 7wy = 1/8 relaxiert der Schwingkreis nicht
schnell sondern oszilliert um die Gleichgewichtslage.

10
08F :
0.6 :
0.4l 0, = 1/8 i

0.2F
0.0
04} ]
—0.6; w,.=4 ;

o1 1 Q,

0o T 2t 3m 4m

Abb. 3.2: Darstellung der Losung des AWP Q(0) = Qo, 1(0) = 0 fiir einen RLC-Serienkreis mit
verschiedene ()-faktoren, definiert als 7wy. Eine grofle Dampfungszeit 7 — verglichen
mit 1/wy — bedeutet eine kleine Dampfung und umgekehrt.

Der periodisch getriebene RLC-Serienkreis

Als néchstes untersuchen wir den RLC-Serienkreis unter einer periodischen Spannung U (t) =
U, coswt = R{U, exp(iwt)}. Dabei setzen wir als Losung wieder Q(t) = @, exp(iwt) an und
erhalten ganz zwanglos

1
(—wQ-L+i-w-R+5>-Qw:Uw. (3.80)
Somit erhalten wir fiir die (reelle) Ladung
Uweiwt
t) = . .81
Q) R{l/C—wQ-L+i-w-R} (3:81)

Falls Thnen hier einige Zwischenschritte fehlen, wiirde ich Sie gerne in den Kapitel zuriick
schicken. Dort stehen sie alle drin, nur eben ohne die Impedanz der Spule.

Gleichung (B.81]) teilen wir im Nenner und Zahler durch L, ersetzen dann den Ausdruck 1/LC
mit w2 und den Ausdruck R/L mit der Rate v, die die Ddmpfung in Einheiten einer Frequenz
angibt — und somit das Inverse der Relaxationszeit 7 ist. Fiir einen rellen Vorfaktor U, ergibt
sich somit

twt

Q) = %-R{w2 ‘ } (3.82)

o — w? + iwv
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Die Losung sieht relativ einfach aus, sie hat es aber in sich. Wir kénnten den Ausdruck in der
geschweiften Klammer wiefolgt umformen

elwt ei(wt+<p)
5 T g (3.83)
wi —w? +iwr  |wi — w? +iwy|
mit o
t = — 3.84
oder aber sofort den Realteil auf der rechten Seite der Gleichung (8.82)) zu
U, [ (wi—w?)-coswt wr - sinwt
Q(t):_.{ e e (3.85)
L (W —w?)" +w?r? (w§—w?)” +wv

bestimmen. Im letzten Schritt haben wir angenommen, dass wir U,e™! mit U, coswt ersetzt

haben, sodass wir uns in der Losung fiir Q(t) auf den Realteil beschranken durften.

Die Ausdriicke sehen zum Teil recht kompliziert ist. Dennoch tauchen sie immer wieder in
dieser oder dhnlicher Form auf und zwar nicht nur bei RLC Kreisen und harmonischen Oszi-
alltoren sondern auch bei der mechanischen Anregung elastischer und viskoelastischer Medien.
Deshalb lohnt es sich, die Bedeutung der Gleichungen etwas genauer zu studieren, was wir im
Folgenden auch tun werden. Zunéchst schauen wir uns drei verschiedene Grenzfille an.

Der quasistatische Grenzfall: w — 0. Fiir unendlich kleine Frequenzen wird die Impedanz des
Kondensators unendlich. Demzufolge fillt die gesamte Spannung am Kondensator ab, sodass
Q(t) = C - U, coswt. Dies kann man gut aus der w — 0-Analyse der Gleichungen erkennen,
insbesondere unter Verwendung der Gleichung w2 = 1/L - C. Oder eben bereits aus Glei-
chung (380), der man ansehen kann, dass die inversen frequenzabhéngigen Kapazitéten eines
Widerstandes und einer Spule bei w — 0 verschwinden.

Anrequng mit der Eigenfrequenz: w = wy. Bei dieser Frequenz heben sich die Impedanzen bzw.
die frequenzabhéngigen Kapazititen der Spule und des Kondensators genau auf. Die Spannung
liegt somit komplett am Widerstand an. Wir erhalten damit das Ohmsche Gesetz, was man
ebenfalls der Ableitung von ()(t) beziiglich der Zeit bei entsprechender Substitution von v
erkennen kann.

Der hochfrequente Grenzfall: w — oo. Nun divergiert die Impedanz der Spule, sodass samt-
liche Spannung an ihr abfallt. Wieder kann man sich durch Grenzwertbetrachtung der eben
hergeleiteten Gleichung — oder durch Inspektion der Gleichung ([B:80) — davon iiberzeugen, dass
die Spannung bei hohen Frequenzen in der Tat an der Spule abfillt.

Um auch die Frequenzen zwischen den diskutierten Féllen zu visualisieren, stellen wir die
Funktionen

1
Aw) = lwg — w? + iwv| (386)
(wg — w?)
A(w) = 5 3.87
@ - A (357)
Aw) = ke (3.88)

(wg — w2)2 + w22’

also bis auf den Vorfaktor U, /L die “Antwort” des Schwingers auf die Anregung, in Abbil-
dung dar. Man erkennt, dass die Amplitude der Schwingung in der Tat fiir die Frequenz am
grofiten ist, bei der sich die Impedanz der Spule und des Kondensators gegenseitig aufheben.
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Abb. 3.3: Antwortfunktion eines Schwingkreise mit einem @-Faktor ) = 8. Betrag, A(w),
Realteil A.(w) und Imaginérteil As(w) sind separat dargestellt.

Wird ein RLC-Serienkreis mit einer zeitabhéingigen Spannung betrieben, die sich als Uber-
lagerung verschiedener Frequenzen darstellen lédsst, so erzeugen bei hohem @Q-Faktor nur die
Beitrage einen nicht zu vernachlédssigende Antwort, deren Frequenzen innerhalb des Peaks von
Ag liegen. Man spricht auch von Resonanz, wenn ein System bei einer einer Anregungsfrequenz
— sehr stark mitschwingt. Der Peak selbst hat eine relative Breite von Aw = wy/Q. Frequenzen
innerhalb des Bereichs wy-(1£1/2Q) fithren somit zu starken Schwingungen. Aus diesem Grund
wird der @-Faktor auch Resonanzschérfe genannt.

Wihrend |A(w)| proportional zum Betrag der Schwingung ist, gibt ¢ in Gleichung (3:84) die
Phasenverschiebung an. Bei sehr niederfrequenten Schwingung folgt die Ladung der Spannung
quasi ohne Verzogerung. Die relative Phase zwischen Spannung und Ladung ist dann sehr klein.
Mit zunehmender Frequenz eilt die Kurve fiir Q(t) der von U(t) um eine Phasenverschiebung
¢ vor. Bei der Resonanzfrequenz wy ist die Phasenverschiebung gleich 7 /2. Schliefilich sind bei
sehr groflen w Spannung und Ladung gegenldufig.

In der Elektrotechnik interessiert man sich 6fter fiir die Phasenverschiebung zwischen Span-
nung und Strom statt fiir die zwischen Spannung und Ladung. Von unseren Ergebnissen miiss-
ten wir dann jeweils die Phasenverschiebung von 7/2 abziehen. Sprich, an einer rein ohmschen
Impedanz gibt es keine Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung. An einem Kon-
densator eilt der Strom der Spannung um /2 voraus, an einer Spule ist er um die Phase /2
verzogert.

Was aber ist die genaue Bedeutung des Realteils der Antwort, also A, und die des (negativen)
Imaginéarteils Ag?

Ohmsche Verluste in RLC-Schwingkreisen

Die instantane Leistung, also die Energie pro Zeiteinheit, die in einen Schaltkreis flieit, ist wie
in Abschnitt B3] hergeleitet, P(t) = U(t) - I(t). Im Mittel ergibt sich also eine Verlustleistung
von

P % /0 LU - 10, (3.89)
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Abb. 3.4: Phasenverschiebung zwischen Ladung und Spannung im RLC' Serienkreis mit dem
Q-Faktor ) = 8.

wobei T' die Zeit ist, iiber die wir die Leistung mitteln. Wir kénnen 7' jetzt entweder sehr
grofl werden lassen, oder aber einfach mit der Zeitdauer einer Periode T' = 27/|w| gleichsetzen.
In einem periodisch oszillierenden Schwingkreis ist zu Beginn der Periode ebenso viel Ener-
gie in Kondensator und Spule wie an deren Ende. Alle (netto) hereingesteckte Energie muss
demzufolge im Widerstand in Warme umgewandelt sein.

Den Strom erhalten wir durch Ableiten von @Q(¢) nach der Zeit, sodass I(t) o< sinwt. Weil
das Integral iiber das Produkt coswt - sinwt verschwindet, wenn der Integrationsbereich ein
ganzzahlig Vielfaches der halben Periode ist, liefert der in () zu coswt proportionale Term,
bzw. der in Q(t) zu sinwt proportional Term keinen Beitrag. Im Gegenzug kann man einen
Integranden sin® wt bei der Integration iiber ein ganzzahlig Vielfaches der halben Periode mit
1/2 ersetzen. Damit wird die tiber eine Periode integrierte Leistung U(t) - I(t) zu

o] [* U2

P = 2, dt 7 Ag(w) - sin®(wt) (3.90a)
U2
— ﬁ-w-As(w) (3.90b)

Dieser Ausdruck ist nie negativ, weil die assymmetrische Funktion A(w) fiir positive Werte
immer positiv ist.

Die Funktion Ag(w) ist also proportional zu den ohmschen Verlusten, die ein Schwingkreis im
Mittel iiber eine oder viele Perioden erleidet. Die in der Mechanik analoge Grofle hiefle daher
auch Verlustmodul. Im Gegensatz dazu beschreibt der Ausdruck A.(w) wie stark die potenzi-
elle Energie im Mittel wéhrend einer oder vieler Perioden schwankt. Ein positives Vorzeichen
bedeutet, dass die Energie vorwiegend im Kondensator gespeichert ist, bei einem negativen
Vorzeichen von A, ist im Mittel die in der Spule gespeicherte potenzielle Energie gréfer. Die in
der Mechanik zu A, analoge Grofle heifit demzufolge Speichermodul.
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Impedanz und Scheinwiderstand

Die Impedanz bezeichnet das Verhéltnis der Amplituden des Stromes und der Spannung. Weil
1, = iw@Q,, ergibt sie sich mit Gleichung (3.80) fiir den RLC Serienkreis zu

1
Z =iwl+ R+ —. 3.91
wil + [+ e, ( )
Dies zeigt wiederum, dass die Gesamtimpedanz einer Serienschaltung die Summe der Teilim-
pedanzen ist.

Als Scheinwiderstand wird der Betrag der Impedanz bezeichnet. Er gibt das Verhéltnis der
Amplituden von Spannung und Strom an. Der Scheinwiderstand alleine sagt jedoch nichts iiber
die ohmschen Verluste eines periodisch getriebenen RLC-Kreises aus.

3.4.2 Weitere RLC Schaltkreise: Passive Frequenzfilter

Es bestehen viele weitere Moglichkeiten neben dem RLC-Serienkreis, die elektrischen Bau-
elemente R, L und C' miteinander zu verschalten. Zum Gliick muss man nicht jedes Mal die
zugrunde liegende DGL aufstellen oder 16sen, um das Verhalten des Schaltkreises zu charak-
terisieren. Es geniigt, die jeweiligen Impedanzen der Bauteile geméfl der diversen Regeln — im
allgemeinsten Fall die von Kirchhoff — zu verwenden. Dabei muss man sich beim Rechnen mit
Impedanzen dariiber im Klaren sein, dass der implizit verwendete Ansatz

Z(w) - L,e™" = U,e™ (3.92)

ist, wohingegen unsere Beschreibung des RLC-Serienkreises eher auf frequenzabhiingigen Ka-
pazitaten aufgebaut war.

Parallele RLC-Kreis

Im parallelen RLC' Kreis sind, wie sein Name es vermuten lasst, Widerstand, Spule und Kon-
densator parallel geschaltet. Somit ergibt sich die Impedanz zu

1 1
Zil<w) = E +qwC + m (393)
iwl —w?’LCR+ R
= . 94
iwLR (3.94)

Wenn wir wie zuvor wy = 1/LC und 7 = L/R definieren, ergibt sich die Impedanz zu

Zw) = R iwL + R %E)lL— w2/wd) (3.95)
- R dd (3.96)

‘WT—Z'~(1—W2/LU8)

Die Impedanz ist vom Betrag her also kleiner gleich R. Dieses Mal ist somit die Impedanz
fiir w = wp am groBiten, die Amplitude der Schwingung, also der Gesamtstrom, an der Reso-
nanzfrequenz aber am kleinsten. Ein zwischen der Spannungsquelle und dem RLC Parallelkreis
angeschlossene Ampéremeter wiirde bei der Resonanzfrequenz einen Ausschlag nach unten an-
zeigen. Die entsprechende Frequenz ist blockiert.
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Passive Frequenzfilter

Die Funktion eines Frequenzfilters ist es, bevorzugte Frequenzen aus einem eingehenden Signal
heraus zu filten. Wenn wir in den bisher in diesem Kapitel untersuchten Schaltungen den
Widerstand als Verbraucher interpretieren, wiirde der RLC-Serienkreis einen Bandpassfilter
darstellen, der bevorzugt Frequenzen in der Nihe von wy = 1/v/LC durchlisst. Dahingegen
blendet der RLC-Parallelkreis diese Frequenzen aus, weshalb er als Bandstoppfilter wirkt.

Weitere Filter sind Tiefpass- und Hochpassfilter, die Signale bis zu einer gewissen Frequenz
nahezu verlusfrei durchlassen, die unerwiinschten Frequenzen hingegen stark abschwéchen. Ein
Hochpassfilter lasst vor allem hochfrequente Schwingungen passieren, ein Tiefpassfilter hinge-
gen Schwingungen mit tiefen Frequenzen. Das einfachste, allgemeine Prinzip eines (passiven)
Frequenzfilters ist in Abbildung dargestellt. So kann neben dem eben besprochenen Band-
stoppfilter ein Hochpassfilter z.B. dadurch realisiert werden, dass Z; durch einen Kondensator
und Z5 durch einen Widerstand ersetzt wird.

z
! [aus —>

Uaus (t)

o0 o— =

j Zs

Abb. 3.5: Grundprinzip eines einfachen Frequenzfilters.

Erde

Betrachten wir eine rein oszillatorische Eingangsspannung: U, o exp(iwt). Nun gehen wir
davon aus, dass U, “stromfrei” gemessen und dann weiter verstarkt wird. Welche Spannung
Uaus liegt am Ausgang an?

Vanlt) = (4 2] 1 3.97)
Uass(t) = Zo-1 (3.98)
Uws(t) 7

- Uint) — Z1+Zy (3.99)

Um einen Tiefpass zu realisieren, muss |Zs| bei tiefen Frequenzen grof sein verglichen mit
|Z1|. Bei hohen Frequenzen sollte | Zs| aber klein sein. Dies wird erreicht, indem Z als Konden-
sator und Z; als gewohnlicher Widerstand gewéhlt wird. Dann ergibt sich das Verhéltnis von
Eingangs- zu Ausgangspannung namlich wiefolgt:

Uaus (1) 1/iwC
- 3.100
Uein(t) R+ 1/iwC ( )
1
- - 101
14+iw-7 (3.101)
_ L (3.102)

mit 7=C-Rund tanp = —w - 7.
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Um einen einfachen Hochpass zu realisieren, kann man entweder den Kondensator im Tiefpass
durch eine Spule ersetzen oder die Elemente Z; und Z; werden bzgl. ihrer Anordnung im
Tiefpass miteinander vertauscht.
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4 Magnetostatik

4.1 Ursachen des Magnetfeldes

Ladungen erzeugen nicht nur elektrische sondern auch magnetische Felder, vorausgesetzt die
Ladungen bewegen sich. Als Symbol fiir das Magnetfeld, das ein Vektorfeld ist, wird der Buch-
stabe B verwendet. Prinzipiell kann seine Grofle durch die Messung der Kraft, die es auf einen
Magneten oder einen stromdurchflossenen Leiter ausiibt, bestimmt werden. Die Einheit des
magnetischen Feldes ist das Tesla, benannt nach dem serbisch-kroatischen Physiker bzw. Inge-
nieur Nikola Tesla. Das Tesla ist keine S.I. Grundeinheit: [B] =T=1Vs/m? = kg/As>.

Das magnetische Pendant zu dem Coulomb’schen Gesetz der Elektrostatik lautet

 Hoqv XT
C4r o3

(4.1)

Hierbei ist py die magnetische Feldkonstante oder Permeabilitit des Vakuums. Ihr Wert betrégt
per Definition py = 47 - 107" N/A2. AuBerdem ist ¢ die Ladung des Teilchens, welches sich mit
der (konstanten) Geschwindigkeit v relativ zum Beobachter bewegt. Es spielt hierbei, wie bei
physikalischen Grundgesetzen iiblich, keine Rolle, ob sich die Ladung im Raum bewegt und das
Messgerat (z.B. Kompassnadel) im Labor fixiert ist — oder umgekehrt. Der Vektor r ist der
Vektor, der von der Ladung zu der Koordinate zeigt, an der das magnetische Feld bestimmt
wird. Die Geschwindigkeit v ist indes die Geschwindigkeit der Ladung relativ zum Beobach-
ter. Die Richtung des magnetischen Feldes lésst sich iiber die Rechte-Hand-Regel bestimmen.
Zeigt der Daumen in die Richtung der Geschwindigkeit einer positiven Ladung, der abgepreizte
Zeigefinger von der Ladung zum Beobachter, dann zeigt der abgespreizte Mittelfinger parallel
zum magnetischen Feld an der Stelle des Beobachters.

Zunéchst ein paar Bemerkungen zu Gleichung (4.1)). Erstens, obwohl Gleichung (4.1]) sehr
fundamental und in gewissem Mafle das magnetische Pendant zum Coulomb’schen Gesetz ist,
hat sie keinen eigenen Namen. Das liegt daran, dass die Gesetze fiir Magnetfelder historisch
nicht iiber bewegte, isolierte Ladungen entschliisselt wurden, sondern durch die Beobachtung
von stromdurchflossenen Leitern. Zweitens ist das magnetische Feld, im Gegensatz zum elek-
trischen Feld, nicht radial. Im Gegenteil, es steht senkrecht sowohl zum Relativvektor zwischen
bewegter Ladung und dem Ort, an dem das Magnetfeld bestimmt wird, als auch zur Geschwin-
digkeit der Ladung. Drittens fallt das magnetische Feld, diesmal wie das elektrische Feld auch,
proportional zu 1/r? ab. Viertens ergibt der Ausdruck 1/,/Eofto genau die Lichtgeschwindigkeit
c. Dieser Sachverhalt liasst darauf schlieffen, dass Elektrizitdt und Magnetismus eine Einheit
bilden. Einstein gelang es, den fundamentalen Zusammenhang zwischen den beiden Feldern
mithilfe der Relativitdtstheorie herzustellen. Dazu gab er die Idee eines absoluten Raums und
einer absoluten Zeit auf und ersetzte sie durch eine vierdimensionale Raumzeit. Seine wesentli-
che Forderung bestand in dem — mittlerweile experimentell haufig iiberpriiften — Postulat, dass
die Lichtgeschwindigkeit in jedem Bezugssystem denselben Wert ¢ = 3 - 10% m/s annimmt.

Es bestehen also einige Ahnlichkeiten zwischen dem Coulomb’schen Gesetz und Gleichung @11
aber auch gravierende Unterschiede. Formal betrachtet besteht der einzige Unterschied darin,
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dass die Konstante 1/eq im Coulomb’schen Gesetz durch puvx in Gleichung 1] ersetzt wird.
Dieser Unterschied erleichtert es uns natiirlich nicht, die Magnetfelder durch Aufsummation des
Effektes bewegter Ladungen oder Stréme bzw. Integration iiber Stromdichten zu bestimmen.

Final sei in der Einfiihrung zur Magnetostatik noch angemerkt, dass die in diesem Kapitel
verwendeten Gleichung nur dann gelten, wenn die Geschwindigkeiten der bewegten Ladungen
klein gegeniiber ¢ sind und die Geschwindigkeiten der Ladungen bzw. die Stréme zeitlich kon-
stant.

4.1.1 Das Biot-Savart’sche Gesetz

Bewegt sich eine Ladung ¢ mit der Geschwindigkeit v, so legt sie eine Strecke dl in der Zeiteinheit
dt zuriick. Ist die Ladung nun auf einen Leiter beschrankt, der an einem gegebenen Ort ein
Segment der Lénge dl hat, dann entspricht der Ausdruck gv durch die Ersetzung

dl
=q— — Idl 4.2
v =a (4.2)
dem Strom mal dem Vektor, der Lénge und Richtung eines Leitersegmentes dl hat. Einset-
zen dieser Substitution (die es sich zu merken lohnt, da sie immer wieder gebraucht wird) in
Gleichung [4.1] liefert dann den Beitrag des stromfithrenden Segmentes zum Gesamtmagnetfeld:
o Idl xr

dB = 10
4w 73

. (4.3)

Diese Gleichung entspricht dem Biot-Savart’schen Gesetz. In der Regel wird es allerdings fiir
eine geschlossene Leiterschleife formuliert:

mw:ﬂﬁmeﬂ, (4.4)

47 r’3

wobei 1’ der Relativvektor zwischen Leitersegment und Beobachter ist. Der Ausdruck ¢ dl...
steht fiir ein geschlossenes Wegintegral, das wir gleich an einigen Beispielen einfiihren.

Das Feld eines unendlich langen, stromdurchflossenen Drahtes

Wir betrachten einen geraden, unendlich langen Draht, der einen konstanten Strom I fithrt und
berechnen das Magnetfeld in einem Abstand r vom Kabel, siche Abb. 4.1l Um ein geschlossenes
Kabel zu realisieren, wird der Stromkreis in Gedanken in “unendlich grofier” Entfernung wieder
zuriick gefithrt. Weil das Magnetfeld mit 1/r? fillt, fallen die Korrekturen bei nicht wirklich
unendlicher Entfernung nicht stark ins Gewicht. (Siehe Diskussion und Abbildung in Vorlesung
fiir mehr Details.)

Die hier vorzunehmende Berechnung des B-Feldes ist der Berechnung des FE-Feldes eines
homogen geladenen Drahtes recht dhnlich. Diese Rechnung wurde in Abschnitt besprochen.
Es gibt jedoch einen wesentlichen Unterschied: Die Richtung des Feldes. Aber gehen wir Schritt
fiir Schritt. Um das Linienintegral zu berechnen, setzen wir die Definition fiir die Vektoren ein:

0 7 COS (P —sinp
dl=1 0 |; =1 rsinp |; dixr' = cosp | rdz; r?=r?4 22
dz —z 0
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Abb. 4.1: FlieBt der Strom parallel zur z-Achse entsteht
ein Magnetfeld in der eingezeichneten Rich-
tung. Dieses ist rechtsdrehend, wenn wir die
Richtung des Magnetfeldes von unten betrach-

ten. Es spielt dabei keine Rolle, ob der Strom
@E > aus positiven Ladungen besteht, die sich in
rechts positive z-Richtung bewegen, oder aus negati-

ven Ladungen, die sich in negative z-Richtung

bewegen.
Somit ergibt sich
I —sing
T, Q MO / cosp | . (4.5)
\/ T2 NpEY 0
—2/7"

Weil der Vektor e, = (—sinp, cosp)” im Integranden nicht von z abhingt, kann er aus dem
Integral heraus gezogen werden, sodass das Ergebnis des Integrals aus Gleichung (II1]) wieder
verwertet werden kann. Fiir das magnetische Feld in der unmittelbaren Néhe eines geraden,
stromfithrenden Drahtes ergibt sich also

Kol

e,. (4.6)

Das magnetische Feld auf der Symmetrieachse einer kreisrunden Leiterschleife

Als néchstes betrachten wir eine kreisrunde Leiterschleife. Abbildung siehe Vorlesung. Die Koor-
dinaten des Rings konnen also mit 1 = r(cos p, sin i, 0)7 angegeben werden und der Standpunkt
des Beobachters mit r = ze,. Somit gilt

—sin g —T COS Z COS (P
dl = cosp |rdp; ¥'=| —rsing |; dixr' = | zsing |rdp; v =Vr?+ 22
0 z r

Eingesetzt in Biot-Savart und Integration iiber einen nun diesmal wirklich geschlossenen Weg
(fo% dep...) ergibt

N 7 . 2 COs @
0 )

/ = | #sing |. (4.7)
\/r z r

Da die Integrale tiber cos ¢ und sin ¢ verschwinden, kann Gleichung (4.7)) schnell zu

I 2
B(z) =10 T (4.8)
2 /7’2 ¥ 22

ausgewertet werden. Auf der Symmetrieachse der Leiterschleife ist das B-Feld also (Uberra-
schung!!) parallel zur Symmetrieachse.
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Auf der Symmetrieachse des Rings fillt das B-Feld in grofler Entfernung, also fiir z > r,
mit 1/z% ab. Dies ist dieselbe Abhiingigkeit des B-Feldes vom Abstand zu einer Leiterschleife
wie die des FE-Feldes vom Abstand zu einem Dipols. Dies wiederum legt den (berechtigten)
Verdacht nahe, dass eine Leiterschleife im Fernfeld das magnetische Pendant zum elektrischen
Dipol darstellt.

4.1.2 Das Ampere’sche Gesetz

In der Elektrostatik konnten die Felder hochsymmetrischer Ladungsverteilungen einfacher iiber
das Gaufi’sche Gesetz als {iber das Coulomb’sche Gesetz berechnet werden. In der Magnetostatik
ist dies dhnlich. Das Ampere’sche Gesetz besagt ndmlich, dass das geschlossene Wegintegral
iiber das Magnetfeld proportional zum eingeschlossenen Strom ist. In Formeln ausgedriickt:

]4 dr - B(r) = jole, (4.9)
C

wobei C' eine beliebig geschlossene Kurve darstellt und I¢ der durch die von der Kurve C'
umschlossene Fliache tretenden Strom. Ohne Beweis stellen wir fest, dass das Ampere’sche
Gesetz und das Gesetz von Biot-Savart mathematisch isomorph sind.

Als erste Anwednung des Ampere’schen Gesetzes betrachten wir den unendlich langen, strom-
fithrenden Draht aus dem Kapitel LT.1] Aus Symmetriegriinden kann das B-Feld nur parallel zu
e, sein, also B(r) = B(r)-e,. Da dr = r e, dy folgt, dass die linke Seite der Gleichungd.9leinfach
27r B ist. Weil der Integrationsweg nur eine Leiterschleife enthélt, kann I mit I gleichzusetzt
werden. Es folgt somit, dass
_ il
2

B(r) (4.10)

was wie gewiinscht dem Betrag des Magnetfeldes in Gleichung (6] entspricht.

Das magnetische Feld einer Spule

Wir betrachten eine sehr lange Spule, die N/l Windungen je Lingeneinheit hat. Ist die Spule
sehr lang im Vergleich zum Durchmesser, kénnen sich aus Symmetriegriinden die verschiede-
nen Beitradge zum Magnetfeld nur so zusammensetzen, dass das resultierende B-Feld parallel
zur Symmetrieachse liegt. Betrachten wir nun den in der Abbildung eingezeichneten Inte-
grationsweg C, so stellen wir fest, dass der eingeschlossene Strom nicht vom Integrationsweg
auBerhalb der Spule abhéngt. Egal wie weit der Integrationsweg weg von der Spule gelegt wird,
erhalten wir immer dasselbe Ergebnis. Da das Feld sehr weit weg von der Spule verschwinden
sollte, muss es demzufolge iiberall auflerhalb der Spule verschwindend gering sein.

Auch im Inneren der Spule héngt das Integral [ dr-B nur davon ab, wieviele Leiterschleifen
der Integrationsweg umfasst. Ist das Feld in der Spule wie angenommen tatséchlich parallel
zur Symmetrieachse, muss somit unabhéngig vom Abstand des Weges von der Symmetrieachse
IB = ugNI gelten, wobei [ die Linge des Integrationsweges in der Spule darstellt und B den
Betrag des magnetischen Feldes. Nach B aufgelost findet man

N
B =l (4.11)

Ist der Kern der Spule mit einem paramagnetisches Material gefiillt, also einem Material das
kein eigenes Magnetfeld hat aber externe Magnetfelder verstarkt (siehe auch Kapitel d.4]), muss
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Abb. 4.2: Darstellung des Integrationsweg C' bei der Berechnung des Feldes einer Spule. Der
Integrationsweg umschliefit drei Leiterschleifen, wodurch sich der Wert 30/ auf der
rechten Seite des Ampere’schen Gesetzes ergibt.

der Ausdruck noch mit p, multipliziert werden:

N
B = oty 1. (4.12)

4.1.3 Das Gaul3’sche Gesetz des Magnetismus

Da magnetische Feldlinien im Gegensatz zu elektrischen Feldlinien keine Quellen und keine
Senken haben — es gibt weder isolierte Nordpole noch Siidpole — lautet das Gauss’sche Gesetz
fiir Magnetfelder, welches hier der Vollstindigkeit halber erwéihnt wird

]{dA B =0. (4.13)

Weil magnetische Feldern nur Dipolen — oder héheren Polen — entspringt, lasst sich ein magne-
tisches Feld im Allgemeinen als Uberlagerung von Dipolfeldern darstellen.

4.2 Die Energiedichte des magnetischen Feldes

Wie das elektrische Feld besitzt auch das magnetische Feld eine Energiedichte, die eine qua-
dratische Funktion des Magnetfeldes ist:

B-B

. 4.14
o (4.14)

VUpot =

Wieviel Energie steckt nun in einer Spule? Abgesehen von Randeffekten ist das Magnetfeld
auBerhalb der Spule vernachléssigbar klein. Innerhalb der Spule ist sein Betrag durch Glei-
chung (AI4) bestimmt. Da das Volumen der Spule durch die Gleichung Querschnitt A mal
Lange [ gegeben ist, ergibt sich fiir die potenzielle Energie des Magnetfeldes

1 /L()ANQ
2 1

vpot = 12 (415)

Die hier berechnete potenzielle Energie ist natiirlich nichts anderes als die Arbeit, die benétigt
wird, um eine Spule vom stromfreien zum stromfithrenden Zustand zu iiberfiihren, siehe Glei-
chung (3:42)). Somit kann die Induktivitét einer Spule, die einen Querschnitt A hat, N Win-
dungen und eine Linge [, mit folgender Gleichung angegeben werden:

foAN?

L:
l

. (4.16)
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4.3 Der magnetische Dipol

Im letzten Beispiel des Kapitels .11l stellte sich heraus, dass sich das magnetische Feld auf
der Symmetrieachse einer kreisférmigen Leiterschleife bei grolen Abstéinden wie das eines elek-
trischen Dipols verhélt. Dies war natiirlich kein Zufall. Fiir die Auswertung des Gesetzes von
Biot-Savart kann nédmlich, dhnlich wie auch fiir den elektrischen Dipol, eine Fernfeldnédherung
vorgenommen werden. Sie gilt dann, wenn die Absténde innerhalb des geschlossenen Leiterkrei-
ses klein gegeniiber dem kleinsten Abstandes zwischen Beobachter und Leiterschleife sind. Wir
verzichten hier auf die Herleitung und stellen nur das Ergebnis vor. Unter Umstédnden holen
wir die Herleitung in einem Bonusproblem nach.

Zunéchst definieren wir das magnetische Dipolmoment einer Leiterschleife als
1
m:—éfdlxl. (4.17)

Das magnetische Moment einer kreisférmigen Leiterschleife, die den Radius r hat und in der
ry-Ebene liegt, betrigt demnach m = Imr2e,. Dies wiederum heifit bei beliebiger Orientierung
der Leiterschleife im Raum

m = [Aey, (4.18)

wobei A die Kreisfliche ist und der Einheitsvektor e senkrecht zur Leiterschleife steht. Glei-
chung ([AI8) gilt nicht nur fiir kreisférmige Leiterschleifen sondern auch, wie sich leicht zeigen
lisst (hervorragende Ubung!), fiir rechteckige und damit fiir beliebig geformte Leiterschleifen,
die in einer Ebene liegen.

Die Orientierung des magnetischen Dipols einer Leiterschleife wird wieder mit der rechten
Hand festgelegt. Wenn der Daumen abgespreizt ist und die Finger einen Kreis in Richtung des
Stromes bilden, zeigt der Daumen in Richtung von e 4. Gleichung ({.18)) gilt, wie sich recht leicht
zeigen lasst, fiir beliebige Formen von Leiterschleifen, die in einer Ebene legen. Die “obere” Seite
der Leiterschleife wird auch Nordpol genannt, die “untere” Seite Stidpol.

Zusatzwissen: Oft wird Strom in der Magnetostatik von einer kontinuierlichen Ladungs-
dichte p(r) getragen, die sich mit einer Geschwindigkeit v(r) bewegt. Zur Berechnung von
Magnetfeldern oder Dipolmomenten muss dann in allen relevanten Integralen der Ausdruck
I$dl... durch [dVj... ersetzt werden. Dabei stellt j = pv die (elektrische) Stromdichte
dar. Dies ist z.B. dann relevant, wenn das magnetische Moment berechnet wird, das der
Bahndrehimpuls der Elektronen in einem Atom verursacht.

Das von einem magnetischen Dipol erzeugte Feld hat dieselbe Abstands- und Winkelabhéngig-
keit wie das elektrische Dipolfeld:

o 3r(r-m)—m7?
dr o

(4.19)

so dass die Feldlinien eines magnetischen Dipols genauso aussehen wie die eines elektrischen
Dipols.

Weil sowohl die Feldenergie als auch das Dipolfeld dieselbe funktionale Abhéngigkeiten haben,
lassen sich direkt weitere Analogien finden. Schliellich ist das Einzige, das zur Berechnung von
Kréften und Drehmomenten bekannt sein muss, die Gesamtenergie als Funktion von Position
und Orientierung des Dipols. Die Gesamtenergie ergibt sich wiederum aus der Feldenergie und
diese wiederum aus den Feldern.
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Es konnen also viele Formeln, die fiir elektrische Dipole gelten, auf magnetische Dipole an-
wenden. So ist die Energie eines permanenten magnetischen Dipols im Magnetfeld durch

Vpot = -—m-B. (420)

gegeben. Ein magnetischer Dipol erfahrt keine Kraft in einem konstanten Magnetfeld, jedoch

ein Drehmoment
M =m x B. (4.21)

Damit ein magnetischer Dipol beschleunigt wird, bedarf es eines inhomogenen Magnetfeldes.

4.3.1 Magnetischer Dipol und (Bahn-) Drehimpuls

Eine Ladung g, welches sich mit konstanter Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit Radius
r bewegt, erzeugt im Mittel einen Strom [ = quv/(27r). Damit bewirkt die Ladung (im Mittel)
dasselbe magnetische Feld wie eine entsprechende Leiterschleife. Das dazu gehorige magnetische
Moment ist wiederum proportional zum Bahndrehimpuls L, wie folgende Rechnung zeigt:
m = % Qf/ (erweitern mit der Masse der Ladung m,/m,)
hy

- ¢ MU . (4.22)
qu N——
L

Kennen wir das magnetische Moment einer bewegten Ladung (z.B. beziiglich der z-Achse) so
kennen wir auch sein Drehmoment. Und nun wissen Sie, warum Chemiker und Quantenphysiker
den (Bahn-) Drehimpuls mit magnetischen Quantenzahlen beschreiben. Warum der Zusammen-
hang zwischen magnetischem Moment und Bahndrehimpuls auch fiir Materialwissenschaftler
von Interesse ist, erfahren wir spéter.

Zusatzwissen: Neben dem Bahndrehimpuls gibt es auch den sogenannten Eigendrehimpuls
bzw. Spin S. Dieser ist zwar ein Drehimpuls resultiert aber nicht aus der Drehung von
(Elementar-) Teilchen um ihre eigene Achse, wie der Name Eigendrehimpuls vermuten lassen
kénnte. Dennoch gilt auch fiir Spins ein linearer Zusammenhang der Form

q
S S 4.2
m 92mq5 (4.23)

Die dimensionslose Konstante g wird Landé-Faktor genannt. Er hiangt jeweils von der Teil-
chensorte ab. Fiir Elektronen ist sein Wert g, ~ 2 und fiir Protonen g, ~ 5,5857. Es kann
auch ein verallgemeinerter Landé Faktor fiir das neutrale Neutron iiber Energiebilanzen de-
finiert werden. Sein Wert betrédgt g, ~ —3,826.

4.4 Magnetismus in Materie

Wie es bei elektrischen Feldern in Materie eine Unterscheidung zwischen elektrischem Feld E
und dielektrischer Verschiebung D gibt, so gibt es auch zwei verschiedene Magnetfelder. Ne-
ben dem uns bisher bekannten Magnetfeld B, das korrekt magnetische Flussdichte heifit, gibt
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es die magnetische Feldstéirke H. Sie wird je nach Kontext ebenfalls als Magnetfeld bezeich-
net. Solange Magnetismus in der Materie betrachtet wird, sollte das Wort Magnetfeld daher
eher vermieden werden und klar zwischen Flussdichte und Feldstédrke unterschieden werden.
Der Zusammenhang der beiden Felder besteht iiber die Magnetisierung, die als magnetisches
Dipolmoment je Volumen definiert ist:

m
M = — 4.24
o (4.24)

Ferner gilt fiir die magnetische Feldenergie — ob Vakuum oder nicht —
Upot = B - H. (4.26)

Neben den dielektrischen Eigenschaften hat Materie (offensichtlich) auch magnetische Eigen-
schaften. Zunéchst kann man grob zwischen Diamagneten, Paramagneten und Ferromagneten
unterscheiden.

Ferromagneten besitzen eine spontane bzw. permanente Magnetisierung. In gewisser Weise
sind sie den Ferroelektrika ahnlich. Ein wesentlicher Unterschied ist jedoch die Natur der Wech-
selwirkung. In Ferroelektrika richten sich benachbarte Dipole wegen der direkten elektrischen
Wechselwirkung parallel aus. In Ferromagneten spielt die direkte magnetische Wechselwirkung
aber keine nennenswerte Rolle. Magneten wiirden sonst erst bei Temperaturen unterhalb 10 K
entstehen und Magnetismus wiirde in der Regel durch die Spins der Kerne und nicht der Elek-
tronen entstehen. Die Wechselwirkung von Spins ist eine indirekte Folge der Quantenmechanik
und des Fermi-Prinzips. So kann es sich unter gewissen Umsténden aufgrund der sogenannten
Austauschwechselwirkung lohnen, wenn Elektronen auf benachbarten Gitterpléitzen ihre Spins
parallel ordnen. Je nach Sach- bzw. Orbitallage, kann es aber energetisch giinstiger sein, wenn
benachbarte Atome ihre Elektronen anti-parallel orientieren. Dies kann dann auch zum Anti-
ferromagneten fithren, in der ein Kristall in zwei Untergitter unterteilt werden kann, die jeweils
eine entgegengesetzt gleich groffe Magnetisierung haben.

Paramagneten besitzen kein spontanes magnetisches Moment. Sie richten ihre magneti-
schen Momente jedoch parallel zum externen Feld aus und verstédrken somit das Magnetfeld.
Die Kopplung zwischen magnetischen Momenten (Spins) ist allerdings nicht hinreichend stark,
um gegen das thermische Rauschen bzw. gegen die Entropie einen Ferromagneten zu erzeugen.
Paramagneten sind somit das magnetische Pendant zum Dielektrikum.

Diamagneten schwichen das externe Magnetfeld. In Diamagneten sind alle Elektronen
zu Spin null gepaart, weshalb ihre Spins sich nicht parallel zur magnetischen Feldstarke H
ausrichten wollen — zumindest solange H nicht auflergewchnlich grofl ist. Eine quantitative
Beschreibung des Diamagnetismus bedarf einer quantenmechanischen Rechnung. Anschaulich
gesprochen ist die Sachlage aber wiefolgt: Die Quantenmechanik bedingt eine stéindige Bewe-
gung der Elektronen. Bewegte Elektronen werden durch ein magnetisches Feld beschleunigt
und zwar so, dass die resultierende Bewegung dem Magnetfeld entgegenwirkt.

In kubischen (oder hoher symmetrischen) Paramagneten und Diamagneten gilt fiir nicht zu
grofle Feldstéirken

wobei u, magnetische Permeabilitdt genannt wird und

X=pr— 1 (4.28)
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magnetische Suszeptibilitdat. Die Flussdichte ergibt sich dann zu
B = i, puoH. (4.29)

Bei Kristallen mit einer geringeren Symmetrie ist die magnetische Suszeptibilitdt ein Ten-
sor zweiter Stufe. In Diamagneten gilt per Definiton x, < 0, in Paramagneten gilt p > 0.
Nichtleiter sind in der Regel Diamagneten fiir die, die Ndherung p, = 1 durchaus sinnvoll ist.
Typische Abweichungen liegen in der GréSenordnung 10~°. Fiir Supraleiter (der sogenannten 1.
Art) gilt jedoch p, = 0. In sie kann keine magnetische Flussdichte eindringen. “Gewdchnliche”
Metalle sind leicht paramagnetisch. Solche Paramagneten, die bei tiefen Temperaturen ferro-
magnetisch werden — insbesondere Ubergangsmetalle und ihre Legierungen — zeichnen sich bei
Raumtemperaturen jedoch durch sehr hohe Werte von i, aus.
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4.5 Kraft des Magnetfelds auf bewegte Ladungen

Bisher haben wir gelernt, dass bewegte Ladungen Magnetfelder erzeugen. Als Folge d&ndern die
Ladungen die Gesamtenergie des magnetischen Feldes. Dies wiederum bedeutet, dass magneti-
sche Felder — sozusagen im verallgemeinerten Sinne des Prinzips von Actio und Reactio — eine
Kraft auf bewegte Ladungen ausiiben. Diese Kraft heiit Lorentzkraft

Fg=¢q-v xB. (4.30)

Streng genommen beinhaltet die Lorentzkraft auch die Kraft des elektrischen Feldes auf die
Ladung:
F=q - (E+vxB). (4.31)

Die (rein magnetische) Lorentzkraft liegt der Definition des Amperes zugrunde, das ja iiber die
Kraftwirkung zweier stromfithrender Drahte definiert ist.

Zur Bestimmung der Richtung der Lorentzkraft verwenden wir wieder die Rechte-Hand-Regel
bzw. die Drei-Finger-Regel, die natiirlich fiir allgemeine Kreuzprodukte gilt: Der Daumen der
rechten Hand zeigt in Richtung von v, der Zeigefinger in Richtung von B und nun strecken wir
den Mittelfinger soweit aus, dass er senkrecht zu der von Daumen und Zeigefinger aufgespannten
Ebene zeigt. Der Mittelfinger gibt nun die Richtung der Lorentzkraft an.

Man beachte, dass die magnetische Lorentzkraft keine dissipative Kraft ist, obgleich sie, wie
eine Dampfungskraft auch, linear in der Geschwindigkeit ist. Weil sie jedoch zu jeder Zeit
senkrecht zur Geschwindigkeit steht, verrichtet sie nie Arbeit, sodass sie nicht zur Anderung
der Energie beitrdgt. In diesem Sinne kann die magnetische Lorentzkraft konservativ genannt
werden. Im engeren Sinn wird manchmal gefordert, dass sich konservative Krifte als Gradient
einer (skalaren) Potentialfunktion darstellen lassen. Dies trifft auf die magnetische Lorentzkraft
offensichtlich nicht zu, weil sie linear in der Geschwindigkeit abhéngt. Bei dieser engeren De-
finition einer konservativen Kraft miisste die magnetische Lorentzkraft als nicht-konservativ
gewertet werden.

Zusatzwissen: In einer kompletten Beschreibung des elektromagnetischen Feldes, die der
Beobachtung Rechnung trégt, dass Information sich mit der groflen aber endlichen Licht-
geschwindigkeit ausbreitet, ist die oben getroffene Aussage Die (magnetische) Lorentzkraft
steht aber zu jeder Zeit senkrecht zur Geschwindigkeit, sodass sie die kinetische Energie der
Ladung nicht dndert nicht ganz korrekt. Eine Ladung auf einer Kreisbahn entspricht einem
zeitabhéngigen Dipol. Dieser wiederum strahlt, was Energie kostet und die Ladung dann
eben doch, dhnlich wie eine Dadmpfung, ausbremst. Die Energie ist zwar nicht verloren — wie
bei anderen Dampfungsprozessen auch — aber sie wird der Ladung entzogen. Letztendlich
miissten in diesem Bild Elektronen in Atomkernen unter Abgabe von elektromagnetischer
Strahlung verschwinden. Warum dies nicht passiert, war die wichtigste Frage der Physik zu
Beginn des 20. Jahrhunderts. Sie wurde in den zwanziger Jahren durch die Quantenmechanik
beantwortet.

4.5.1 Kraft des Magnetfelds auf ein Leiterkabel

Befindet sich ein stromfithrendes Kabel in einem magnetischen Feld, so wirkt auf die in dem
Kabel transportierte Ladung und damit auf das Kabel selbst, eine Kraft. Zur Berechnung der
Kraft zwischen zwei parallelen Kabeln legen wir das erste der beiden Kabel mit Strom [; auf
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die 2-Achse und das andere mit Strom I, auf eine im Abstand r zur z-Achse parallel liegenden
Achse. Das magnetische Feld durch Kabel 1 an einem Ort r = (rcos ¢, 7sin ¢, z) des Kabel 2
ist, wie aus Gleichung (.I0) ersichtlich, B = polie,/(27r), wobei e, = r(—siny, cosp,0).
Somit wirkt auf ein Leitersegment der Linge Az die Kraft
AF = Agv x B
~

IsAze, Holy

2 €0
1ol LA 0 —sin g
= T oo 0 ] x cos
r 1 .
LA cos
= o= | sing | (4.32)
0

Sind die Vorzeichen von I; und I, identisch, wird Kabel 2 somit in Richtung von Kabel 1
gezogen. Bei unterschiedlichen Vorzeichen stoflen sich die beiden Kabel ab.

Die Auswertung von Gleichung (A32) fir r = 1 m und I; = I = 1 A ergibt genau eine
Anziehungs-Kraft von 2 - 1077 N je Meter zwischen zwei parallelen Kabeln. Dieses Ergebnis
liegt der Definition der SI-Basiseinheit Ampere zugrunde.

4.5.2 Bewegung freier Ladungen im Magnetfeld

Bewegt sich eine freie Ladung in einem externen Magnetfeld, so bewirken nur die zum Magnet-
feld senkrecht stehenden Komponenten der Geschwindigkeit eine Beschleunigung des Elektrons.
Da die Bewegung parallel zum Magnetfeld nichts zur Sache tut, betrachten wir also eine La-
dung, die sich in der xy-Ebene und in einem auf der Ebene senkrecht stehenden Magnetfeld
B = Be, bewegt. Seine Bewegungsgleichung lautet also

mev =¢q-v xB. (4.33)

In der Mechanik haben wir gelernt, dass eine Kraft, die zu jeder Zeit senkrecht zur Geschwin-
digkeit steht, den Betrag der Geschwindigkeit nicht dndert. Ist zudem der Betrag der einwir-
kenden Kraft konstant, so kommt es zu einer Kreisbewegung. Die Zentripetalkraft Fy, = m,v?/r
hélt der Lorentzkraft genau die Waage, sodass

2
Mg~ = quB,. (4.34)

Die Kreisfrequenz der Bewegung ergibt sich dann dank der Relation v = wr zu

w=-Lp,. (4.35)

Mg

Die dazugehorige Frequenz v = w/(2) ist als Zyklotronfrequenz bekannt. Sie héngt interessan-
ter Weise nicht von der Geschwindigkeit der Ladung ab.

4.5.3 Bewegung eines Drehimpulses im Magnetfeld

In Kapitel haben wir aufgrund der Analogien zwischen magnetischen und elektrischen Di-
polen festgestellt, dass ein magnetischer Dipol m ein Drehmoment M = m x B in einem
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Magnetfeld erfahrt. Zudem wurde in Kapitel A.3.1l ein Zusammenhang zwischen magnetischem
Moment und (Bahn-) Drehimpuls der Art m = (gq/2m,)L hergestellt. Die dort gezeigte Her-
leitung gilt auch fiir Vektoren und nicht nur fiir Betrdge. Da ein Drehmoment nichts anderes
ist als die zeitliche Anderung eines Drehimpulses mit der Zeit, ergibt sich die folgende Bewe-
gungsgleichung: "

L= o, L x B. (4.36)
Diese Gleichung ist isomorph zur Bewegungsgleichung eines freien Teilchens im Magnetfeld.
Deshalb ergibt sich fiir die Kreisfrequenz der Kreisbewegung

aqq
==—285,. 4.37
W 2m ( )

was im Fall eines Bahndrehimpulses, ¢ = 1, identisch mit der Zyklotronfrequenz ist, bei der
Rotation von Drehimpulsen aber Larmor-Frequenz genannt wird.

Man beachte in dieser Rechnung, dass der Drehimpuls — und nicht wie vorher ein freies
Teilchen — um eine Achse rotiert.

Im gegebenen Kontext eines priazedierenden magnetischen Momentes ist die wichtigste An-
wendung jedoch die Kernspinresonanzspektroskopie. Sie wird sehr divers zur Untersuchung von
Fliissigkeiten und Festkérpern in Chemie, Physik und Medizin und damit auch in der Ma-
terialwissenschaft als Analyse-Werkzeug eingesetzt. Durch die Prizession von Kernspins und
dem Ubergang zwischen verschiedenen Quantenzustinden werden Photonen unterschiedlicher
Frequenz absorbiert oder emittiert. Diese Frequenzen hdngen vom lokalen Magnetfeld ab, das
wiederum je nach Umgebung — also z.B. je nach chemischer Bindung — unterschiedliche Werte
annimmt. Durch die grofle Masse von Kernen liegen diese Frequenzen dann in einem technisch
zugénglichen Frequenzfenster.

4.5.4 Der Hall Effekt

Liegt in einem Leiter- oder Halbleiter ein externes elektrisches Feld vor und steht senkrecht
dazu ein magnetisches Feld, erfahren bewegte Ladungstriger eine Beschleunigung durch beide
Felder. Wir betrachten somit eine Situation wie in Abbildung gezeigt.

Ohne magnetisches Feld héatten wir die in Kapitel 2.5.1] diskutierte Situation. Im FlieSgleich-
gewicht werden die durch das externe elektrische Feld E, = U, /L bedingten Krifte durch die
der Geschwindigkeit proportionalen Dampfungkrifte kompensiert, wobei U, die externe Span-
nung ist, die den Strom [ erzeugt. Es resultiert eine Driftgeschwindigkeit v, der Elektronen.
Wenn Sie sich an die Herleitung der Gleichung nicht erinnern, ist jetzt eine gute Zeit, sie
noch einmal vor dem Weiterlesen nachzuvollziehen. Sie werden das vermutlich nicht bereuen.

Als néchstes beriicksichtigen wir auch den Effekt des magnetischen Feldes. Es fiihrt zu einer
Ablenkung der Ladungen, geméfl der Lorentzkraft. Unabhéngig vom Vorzeichen der Ladungen,
werden freie Ladungstréiger in die negative y-Richtung abgelenkt, wenn der Strom parallel zu
e, fliet und das Magnetfeld parallel zu e, ist. Es sammeln sich also am oberen Rand des Ma-
terials Ladungen an. Diese Ansammlung bewirkt ein elektrisches Feld, das der magnetischen
Lorentzkraft entgegenwirkt. Im (finalen) Flieigleichgewicht miissen sich die Kraftwirkungen
der beiden Felder F, = qu,B, + qE, genau kompensieren. Dies fiithrt zu der (Flief-) Gleichge-
wichtsbedingung

qu.B, = —qFE, (4.38)
Un
—_. 4.
a (4.39)
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Abb. 4.3: Schematischer Aufbau einer Hallsonde. Der Strom [ fliefit in z-Richtung. Das B-Feld
ist parallel zur y-Achse. Sowohl positive als auch die in der Abbildung gezeigten nega-
tiven freien Ladungstriger werden zu positiven z-Werten, also nach oben, abgelenkt.
Zuriick bleiben die (nicht beweglichen) positiven Kationen.

Die Driftgeschwindigkeit v, eliminieren wir mit Hilfe des Stroms

[—qpv. doh . (4.40)
—— ~~
Stromdichte Querschnitt

sodass ein linearer Zusammenhang zwischen Strom und der sogenannten Hall Spannung vor-
liegt.
B,

Uy = 1. 4.41
" pqd (4.41)
Die Proportionalitéitskonstante heifit Hall Widerstnad
B
Ry = —%—. 4.42
= (4.42)

Anmerkung: Man beachte, dass ein Hall Widerstand bei negativen Ladungstrigern einen ne-
gativen Wert annimmt. Da der Hall-Widerstand kein dissipative Widerstand ist und die Hall-
Spannung sowieso bei Anderung des Vorzeichens der Ladung ihr Vorzeichen #ndert, ist ein
negative Widerstand also durchaus erlaubt und birgt keinerlei Mo6glichkeit ein Perpetuum mo-
bile zu bauen.

Den linearen Zusammenhang zwischen Hall-Spannung und Strom wird in Hall-Sensoren zur
Messung von Magnetfeldern verwendet. Damit iiberhaupt ein signifikanter Strom durch die
Sonde flieit, darf die Anzahl der Ladungstréger nicht zu klein sein. Da fiir eine gut messba-
re Hallspannung der Hall-Widerstand hinreichend grofl sein sollte, darf die Dichte der freien
Ladungstréiger jedoch nicht zu gering sein. Deshalb werden Halbleiterplattchen in Hall-Sonden
verwendet.

Auch Strome kénnen dank des Hall Effekts kontaktfrei gemessen werden. Schliellich kann
man oxidierte Bereiche in magnetisiertem Stahl mittels einer Hall Sonde grob lokalisieren. Die
oxidierten Bereiche zeigen sich quasi durch fehlendes Magnetfeld. Auch hier operiert die Hall
Sonde nicht invasiv, weshalb sie in der zerstorungsfreien Werkstoffpriifung eine gewisse Rolle
spielt.
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Historisch gesehen wurden Hall-Sonden entwickelt, um das Vorzeichen der Ladungen zu be-
stimmen, die den elektrischen Strom fithren. Im Gegensatz zum Ohm’schen Widerstand ist der
Hall-Widerstand nédmlich nicht quadratisch sondern linear im Vorzeichen der Ladung. In Metal-
len gibt es de-facto nur negative Ladungstriager. Halbleiter hingegen konnen sowohl positive als
auch negative Ladungstrager haben. Die negativen Ladungstréiger sind, wie in Metallen auch,
Elektronen, die positiven sind sogenannte Elektronenlocher.

Zusatzwissen: Um den genauen Mechanismus der Elektronenlocher zu verstehen, bedarf
es wieder der Quantenmechanik und im konkreten Falle der Bandstruktur von Festkorpern.
Grob gesprochen geht es so: Ein volles Band verhilt sich wie ein Nichtleiter. Nichts be-
wegt sich, selbst wenn ein Feld anliegt. Die Elektronen am oberen Ende des Bandes haben
bei groBeren Impulsen eine kleinere kinetische Energie und verhalten sich daher quasi wie
Elektronen mit negativer Masse. Und genau diese Elektronen fehlen, um den p-dotierten
Halbleiter (Fremdatome, die sich von den verbliebenen Si-Atome Elektronen “klauen”) zum
(quasi-) Nichtleiter zu machen. Bei anliegendem Feld hat man also “nichts” minus ein Elek-
tron. Das Konstrukt nichts-minus-ein-Teilchen wird in der Physik gerne als Antiteilchen
beschrieben und erhélt in diesem Fall den Terminus Technikus Elektronenloch.
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5 Elektromagnetismus

Versionsnummer des Kapitels: -1.0 (aus Zeitgriinden). Bitte lesen Sie im Notfall die einschligige
Literatur.

Im letzten Kapitel dieses Semesters sollen nun auch zeitabhéngige Felder behandelt werden.
Die dem (klassischen) Elektromagnetismus zu Grunde liegende Physik, die Maxwell in seinen
vier beriihmten Gleichungen zusammengefasste, ermoglichen es uns dann zusammen mit der
Lorentzkraft und unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen und Materialeigenschaften,
elektrische Strome sowie elektrische und magnetische Felder zu bestimmen. Der Elektromagne-
tismus liegt somit offensichtlich der gesamten Elektrotechnik zu Grunde inklusive der Telekom-
munikation aber auch der Optik, den heute immer wichtiger werdenden Elektromotoren und
Windkraftwerken um nur einige Beispiele zu nennen.

5.1 Elektromagnetische Induktion

Da ein elektrischer Strom, wie wir nun wissen, ein magnetisches Feld erzeugt, liegt der Gedanke
nahe, dass umgekehrt ein magnetisches Feld auch elektrischen Strom bzw. Spannung erzeugen
bzw. induzieren kann. Dies trifft in der Tat auch zu. Betrachten wir eine bewegliche Leiter-
schleife, wie in der Abb. BE.Th dargestellt. Wird die Leiterschleife nach rechts bewegt, wirkt auf
die freien Ladungstriger, die Elektronen, die Lorentzkraft. Es kommt zur Ladungstrennung
zwischen positiven und negativen Ladungen und demzufolge zu einem elektrischen Feld. Im
Gleichgewicht heben sich die Krifte des magnetischen und des elektrischen Feldes genau auf,
sodass fiir die y-Komponente des Kraftvektors gilt:

q (_Usz + Eind,y) =0
= Uind/l = _U:EBZa (51)

wobei Einq, das im Leiter induzierte magnetische Feld auf dem sich bewegenden Biigel ist.
Somit ist die induzierte Spannung so grofl wie das Skalarprodukt

Uind — —B . A, (52)

wobei A die zeitliche Anderung des Flichenvektors A ist.

Es stellt sich heraus, dass eine Spannung in der Leiterschleife auch durch ein zeitabhéngiges
Magnetfeld erzeugt werden kann, selbst wenn sich die Fldche der Leiterschleife nicht dndert.
Dies passiert z.B. wenn sich ein Stabmagnet schnell in Richtung einer Leiterschleife bewegt wie
in Abb. BIb gezeigt. Es stellt sich (experimentell) heraus, dass sich die induzierte Spannung
zu

Uw = —-B- A (5.3)

ergibt. Fiithren wir den magnetische Fluss als

<I>:/dA-B (5.4)
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Abb. 5.1: Drei verschiedene Arten einen elektrischen Strom durch Magnetfelder zu induzie-
ren. (a) Anderung der Grofe einer Leiterschleife in einem konstanten, externen Ma-
gnetfeld. (b) Zeitliche Anderung des Magnetfelds in einer fixierten Leiterschleife. (c)
Anderung der Orientierung einer Leiterschleife relativ zu einem konstanten, externen
Magnetfeld.

ein, lassen sich die letzten beiden Gleichungen kompakt zu

9
Una = =5 (5.5)

zusammenfassen. Die Orientierung der Leiterschleife wihlen wir so, dass ein gedachter Strom
in die Richtung der gekriimmten Finger der rechten Hand zeigt und der Daumen parallel zu A.

Bevor wir zu Anwendungen dieser Gleichung kommen, schauen wir uns das Vorzeichen der
induzierten Spannung in der bewegten Leiterschleife an. Dazu betrachten wir den Prozess der
Ladungsseparation auf dem sich bewegenden Biigel. Durch Anwendung der drei-Finger-Regel
erhalten wir die Richtung des Stromes und mithilfe der rechten Hand-Regel die Richtung des
magnetischen Feldes. Die Richtung des induzierten, magnetischen Feldes ist bei der gezeig-
ten Schlaufenvergrofierung dem urspriinglichen Magnetfeld entgegengesetzt. Dass die durch
Induktion bewirkten Strome — und spéter auch Felder und Kréafte — der Ursache ihrer Entste-
hung (Vergrofilerung des magnetischen Flusses durch die Schlaufe) entgegenwirken ist auch als
Lenz’sche Regel bekannt.

5.1.1 Die Selbstinduktion

Diskutiere das Vorzeichen der Selbstinduktion in einer Leiterschleife.

Berechne den Wert der Selbstinduktion fiir eine Spule.

5.1.2 Technische Anwendungen des Induktionsgesetzes

Das Induktionsgesetz hat insbesondere drei wichtige technische Anwendungen, die im Folgenden
kurz angerissen werden sollen, ndmlich den elektrischer Generator, den Elektromotor und den
Spannungstransformator.

Spannungsgenerator.

Siehe Fig. B.Ik. Externe mechanische Kraft bewirkt Rotation der Leiterschlaufe (oder des Ma-
gneten). Als Folge dessen wird eine Spannung induziert.
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Elektromotor.

Diesmal wird die (Wechsel-) Spannung vorgegeben. Es resultiert ein Drehmoment auf die Leiter-
schlaufe, sodass mechanische Arbeit verrichtet werden kann.

Der Spannungstransformator

Magnetische Feldlinien in Transformator “eingesperrt”. Verhéltnis der Spannungen:

U M
— = —. 5.6
0, N, (5.6)

(Urspriingliche Formel im Skript war inkorrekt. Herleitung in Vorlesung indes richtig.)

5.2 Der Maxwell’sche Verschiebungsstrom

Das Ampere’sche Gesetz hat ein gravierendes Problem, wenn es wiahrend des Aufladevorgangs
eines Kondensators verwendet wird: Es gibt keine eindeutige bzw. eine diskontinuierliche An-
wort darauf, wie grof§ das magnetische Feld in Richtung e, am Rand eines Kondensators ist,
der aufgeladen wird. Schliefit der Integrationsweg C das stromfiihrende Kabel gerade noch ein,
ergibt das Ampere’sche Gesetz ein Magnetfeld (in Richtung von e,) mit dem Wert ol /(277r).
Schlieit es das Kabel gerade nicht mehr ein, ergibt sich B, = 0. Diese Diskontinuietét ist weit
weg vom Kondensator nicht sinnvoll.

Um das Ampere’sche Gesetz zu “retten”, kann ein Verschiebungsstrom eingefiithrt werden:
Ip = / dA - D. (5.7)
A

Dieser wird im Ampere’schen Gesetz zum eingeschlossenen Strom dazu addiert und die eben
diskutierte Problematik der Abhéngigkeit des magnetischen Feldes vom Integrationsweg fallt
weg. Mit dieser letzten Gleichung sind die Maxwell’schen Gleichungen komplett.

5.3 Die Maxwell’schen Gleichungen

Bisher haben wir die Wechselwirkungen zwischen elektrischen und magnetischen Feldern iiber
Integralgleichungen beschrieben. Die bisherigen Feldgleichungen lauten (wenn wir sie allgemein
fiir Materie formulieren)

ov

f JA-B = 0 (5.9)
oV

}’{ ds-E = —/dA-B (5.10)
0A A

7{ ds-H = JmA+/dA-D, (5.11)
0A A

wobei héufig lineare Relationen zwischen D und E fiir Dielektrika sowie zwischen H und B
fiir Dia- und Paramagnetika angenommen werden koénnen. Diese Gleichungen entsprechen dem
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Gaufl’schen Gesetz fiir das elektrische Feld (5.8]) und fiir das magnetische Feld (5.9) sowie dem
Induktionsgesetz (5.10) und dem erweiterten Ampere’schen Gesetz (G.1T]).

Qualitative Diskussion: Ein elektrisches Feld, das sich dndert, bewirkt ein Magnetfeld und
umgekehrt bewirkt ein sich zeitlich &nderndes Magnetfeld ein elektrisches Feld. Somit ist die
zweite Ableitung der Felder proportional zu sich selbst. Da in einer der Gleichungen ein Minus
steht (im Wesentlich ein Ausdruck der Lenz’schen Regel) = dhnliche Situation wie beim har-
monischen Oszillator; es kommt zu Schwingungen. In der Tat ist das dann im LC-Kreis ja auch
so, dass stédndig magnetische in elektrische Feldenergie umgewandelt wird und zuriick. Siehe
wieder harmonischer Oszillator: Permanente Umwandlung zwischen kinetischer und potentieller
Energie.

Mit etwas Vektoranalysis (z.B. Mathe 3) konnen diese Integralgleichungen zu Differentialglei-
chungen umgeformt werden. Wenn j = pv als Stromdichte definiert ist, lauten die Gleichungen
dann

V-D = p (5.12)
V-B =0 (5.13)
VxE = -B (5.14)
VxH = j+D. (5.15)

Im Vakuum (p = 0, j = 0) vereinfachen sich die Gleichungen, denn es gibt dann nur noch
zwei Felder, deren Losungen gefunden werden miissen. Schliellich kann in diesem Fall D durch
eoE und H durch B/ g ersetzt werden.

Diese Gleichungen bilden dann die Grundlage fiir die Beschreibung der Ausbreitung elek-
tromagnetischer Wellen. So kénnen wir durch “Verheiraten” des Induktionsgesetzes mit dem
verallgemeinerten Ampere’schen Gesetzes z.B. die folgende Gleichung fiir das elektrische Feld
hergeleitet werden:

V x (V x E) = —ppeoE. (5.16)

Diese Differentialgleichung kann wiederum durch den Ansatz
E(r,t) = Eye'tFer=wo (5.17)

gelost werden. Da wegen des Gaufl’schen Gesetzes im Vakuum Ej-k = 0 gelten muss (elektrische
Feldlinien stehen somit immer senkrecht zur Ausbreitungs-Richtung k/k der Welle), folgt fiir
die Betragsquadrate des Wellenvektors und der Frequenz

(Mo&owz — k2)E0 =0. (518)

Dies wiederum bedeutet, dass entweder Eq = 0 sein muss, oder aber

k* = luﬂ(k), (5.19)

c2

wobei

(5.20)

CcC =
v/ Ho€o
die Lichtgeschwindigkeit ist. Die Ausbreitung von (elektromagnetischen) Wellen in Medien ist
selbst ein grofles Thema. Es sei als Schluss-Satz vor dem néchsten Semester angemerkt, dass
die gesamte Optik (inklusive der geometrischen Optik, wie Strahlengang an Grenzflachen und
Brechungsgesetze) aus den hier vorgestellten Maxwellgleichungen abgeleitet werden kann.
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